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Re´sume´
Le plasma de quarks et de gluons (QGP) est un e´tat de la matie`re observe´
lors de la collision d’ions lourds dans les acce´le´rateurs tels que le LHC. Il
est pre´sent a` haute tempe´rature et/ou a` haute densite´, les quarks sont alors
de´confine´s : libres de se mouvoir et interagissant tre`s peu entre eux. A` basse
tempe´rature et basse densite´, les quarks sont, au contraire, confine´s dans les
hadrons formant la matie`re hadronique ordinaire. La pre´sence d’une transi-
tion entre cette phase hadronique et le QGP a des conse´quences importantes
que ce soit a` haute tempe´rature (expe´riences RHIC et LHC) ou a` haute den-
site´ (expe´rience CBM a` FAIR, e´tude des e´toiles compactes).
Une premie`re transition de phase est lie´e a` la brisure de la syme´trie chi-
rale. Dans la matie`re hadronique, cette syme´trie est brise´e spontane´ment.
Elle est restaure´e en augmentant la tempe´rature ou la densite´. Au dela` de la
discussion habituelle sur la transition chirale, nous utiliserons un mode`le, le
mode`le Polyakov Nambu Jona-Lasinio permettant de de´crire une deuxie`me
transition : la transition de de´confinement. Ceci permettra de se´parer le
diagramme Tempe´rature-Densite´ en trois phases distinctes : la phase hadro-
nique ou` les quarks sont confine´s et ou` la syme´trie chirale est brise´e, la phase
du QGP ou` les quarks sont de´confine´s et ou` la syme´trie chirale est restaure´e
et une phase hypothe´tique dite quarkyonique a` basse tempe´rature et haute
densite´ ou` les quarks sont encore confine´s mais ou` la syme´trie chirale est
restaure´e.
On de´crira, dans un premier temps les diffe´rentes transitions a` l’aide
des parame`tres d’ordre suivant : le condensat de quark pour la transition
chirale et la boucle de Polyakov pour le de´confinement. On verra ensuite
comment l’e´volution des fonctions spectrales des me´sons sigma et pi peut
nous renseigner sur le diagramme de phase. Le crite`re de transition chirale
sera alors la diffe´rence entre les masses de ces me´sons, la masse e´tant prise
comme e´tant le maximum de la fonction spectrale. Le crite`re de transition de
de´confinement sera, quant a` lui, l’e´cart-type de la fonction spectrale. Enfin,
nous verrons comment inte´grer les me´sons vecteurs au mode`le, en particulier
le me´son ρ, qui pourra jouer le roˆle de sonde du plasma, ses proprie´te´s e´tant
modifie´es suivant le milieu dans lequel il est e´mis.
Mots-clefs : Plasma de quarks et de gluons, diagramme de phase de
QCD, mode`le NJL, boucle de Polyakov, transition de phase, fonctions spec-
trales, me´sons.
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Abstract
The quark and gluon plasma (QGP) is a state of matter observed in the
collision of heavy ions in accelerators such as the LHC. It is formed at high
temperature and / or high density, quarks are then deconfined : free to move
and interacting very little with each other. At low temperature and low den-
sity, the quarks are, however, confined within hadrons forming the ordinary
hadronic matter. The presence of the phase transition between hadronic
matter and the QGP has observable consequences whatsoever at high tem-
perature (RHIC and LHC experiments) or high density (FAIR experience,
study of compact stars).
A first phase transition is linked to the chiral symmetry breaking. In
hadronic matter, this symmetry is spontaneously broken. It is restored by
increasing the temperature or the density. Beyond the usual discussion on
the chiral transition, we use a model called Polyakov Nambu Jona-Lasinio
for describing a second transition, the deconfinement transition. This allows
to separate the temperature-density diagram in three distinct phases : the
hadronic phase where quarks are confined and where chiral symmetry is bro-
ken, the phase of the QGP where quarks are deconfined and chiral symmetry
is restored and a hypothetical phase called quarkyonic at low temperature
and high density in which quarks are confined but where chiral symmetry is
still restored.
We will describe, at first, the various transitions using the following order
parameters : the quark condensate for the chiral transition and the Polyakov
loop for the deconfinement one. Then we will see how the evolution of the
spectral functions of sigma and pi mesons can provide information on the
phase diagram. The chiral transition criterion will be the difference between
the masses of these mesons, the mass being taken as the maximum of the
spectral function. And the criterion for the deconfinement transition will
be the standard deviation (also called variance) of the spectral function.
Finally, we discuss how the vector mesons fit in the model, especially the ρ
meson, which can act as a probe of plasma properties which are modified
by the environment from which it is issued.
Keywords : Quark and gluon plasma, QCD phase diagram, NJL
model, Polyakov loop, phase transition, spectral functions, mesons.
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Introduction
Le XXe`me sie`cle a connu de formidables avance´es dans la recherche des
constituants e´le´mentaires de la matie`re ainsi que dans la compre´hension
de leurs comportements. Cette profusion de re´sultats expe´rimentaux et de
mode´lisations the´oriques a permis de construire un mode`le de´crivant avec
une tre`s haute pre´cision les interactions e´le´mentaires a` la base de la plu-
part des phe´nome`nes physiques observables. Ce mode`le est appele´ ”mode`le
standard”. Paralle`lement, de nombreuses approches effectives ont e´te´ de´ve-
loppe´es afin de de´crire des milieux trop complexes pour eˆtre appre´hende´s
a` partir des seules interactions e´le´mentaires. Ainsi, les the´ories base´es sur
des mode`les effectifs ont connu un essor particulie`rement marque´ dans les
domaines d’e´tude des diffe´rents e´tats de la matie`re (solide, liquide, gaz,
plasma e´lectomagne´tique mais aussi semiconducteur, supraconducteur, etc.)
et parmi les diffe´rents domaines de description des comportements de la
matie`re, celui des transitions de phase tient un roˆle de premier plan.
Le mode`le standard permet la description de trois interactions e´le´men-
taires sur les quatre formalise´es en physique pour de´crire le monde. L’in-
teraction gravitationnelle n’est, en effet, pas de´crite par des interactions de
particules mais de manie`re ge´ome´trique dans le cadre de la the´orie de la re-
lativite´ ge´ne´rale. La premie`re des trois interactions comprises dans le mode`le
standard est l’interaction e´lectromagne´tique a` la base des phe´nome`nes lu-
mineux, e´lectriques, magne´tiques et de la totalite´ des forces usuelles, mise a`
part la force de gravite´ (pression, traction, contact, vent, etc.). La deuxie`me
est appele´e interaction faible et ne s’observe qu’au niveau nucle´aire. Elle est
responsable des de´sinte´grations nucle´aires a` la base notamment du rayonne-
ment solaire. Enfin, la troisie`me est celle qui nous inte´resse au premier chef :
elle a pour nom l’interaction forte.
Cette interaction est a` l’origine de la cohe´sion des nucle´ons (neutrons et
protons) au sein des noyaux atomiques ainsi que des quarks au sein de ces
meˆmes nucle´ons. Aux e´chelles de tempe´rature et de densite´ usuelles, cette
interaction n’a a priori aucune influence a` grande e´chelle : elle disparaˆıt
rapidement avec la distance, les particules en pre´sence quand le milieu est
froid (baryons, me´sons, etc.) e´tant neutres vis-a`-vis de cette interaction.
Lorsque le milieu est tre`s chaud, comme c’est le cas lors des collisions ultra-
relativistes d’ions lourds dans les expe´riences de type LHC, l’interaction
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forte peut voir son rayon d’action croˆıtre sur des distances grandes devant
les dimensions nucle´aires. La description d’un tel milieu ne´cessite alors de
conside´rer directement les objets concerne´s par l’interaction forte : les quarks
et les gluons.
Ces particules, d’ordinaire confine´es au sein des hadrons, se retrouvent
alors libres d’interagir directement. Elles forment alors une soupe tre`s chaude
et tre`s liquide appele´e ”plasma de quarks et de gluons”. Ce nouvel e´tat de
la matie`re ne´cessite donc une description a` la fois, en terme de particules
e´le´mentaires (a` cause des e´nergies mises en jeu) et a` la fois en terme d’outils
de mode`les effectifs (a` cause du grand nombre de particules implique´es).
Ce travail s’inscrit ainsi dans l’e´tude du plasma de quarks et de gluons, en
particulier dans l’exploration du diagramme de phase tempe´rature-densite´
de la matie`re, diagramme occupe´ aux hautes tempe´ratures par le plasma.
Une attention particulie`re sera porte´e sur les transitions entre les diffe´rentes
phases de ce diagramme, en particulier a` grande densite´, ainsi que sur la
recherche de nouvelles phases e´ventuelles. Nous baserons cette e´tude sur un
mode`le inspire´ de la the´orie des supraconducteurs : le mode`le Nambu–Jona-
Lasinio.
Le plan de cet expose´ sera donc le suivant.
Nous de´crirons dans une premie`re partie la physique du plasma de quarks
et de gluons, d’abord sous l’angle expe´rimental avec la description du proces-
sus de formation du plasma et des proce´de´s mis en œuvre pour son observa-
tion et ensuite sous l’angle the´orique avec le rappel historique des diffe´rentes
mode´lisations de l’interaction forte et l’introduction des calculs de chromo-
dynamique quantique sur re´seau.
Nous rappellerons dans une deuxie`me partie comment fut construit le
mode`le sur lequel se base cette e´tude : le mode`le Nambu–Jona-Lasinio. Nous
verrons que les calculs y sont effectue´s dans le cadre d’un champ moyen et
permettent d’obtenir des informations sur les comportements des me´sons π
et σ. Nous aborderons l’extension de ce mode`le aux cas de tempe´rature et
densite´ non-nulles puis l’apport d’un e´le´ment issu des calculs sur re´seau : la
boucle de Polyakov.
Dans une troisie`me partie, nous pre´senterons les re´sultats obtenus lors
de cette e´tude, notamment l’e´volution des parame`tres d’ordre associe´s aux
transitions e´tudie´es et le trace´ du diagramme de phase a` l’aide de ces pa-
rame`tres. Nous utiliserons ensuite des outils construits a` partir des quantite´s
me´soniques pour sonder ce diagramme.
Enfin, dans une quatrie`me et dernie`re partie, nous nous pencherons sur
le cas des me´sons vecteurs notamment le me´son ρ et amorcerons une e´tude
du comportement de cette particule lorsque la tempe´rature varie.
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Premie`re partie
La physique du plasma de
quarks et de gluons
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Chapitre 1
Le plasma de quarks et de
gluons
Lors des collisions ultrarelativistes de noyaux dans les acce´le´rateurs d’ions
lourds, tels que SPS au CERN, RHIC a` Brookhaven, le LHC au CERN et
prochainement CBM au FAIR, une boule de feu compose´e de gluons et de
quarks de´confine´s est forme´e. Ce milieu est appele´ plasma de quarks et de
gluons (QGP). Dans la matie`re nucle´aire ordinaire, les quarks sont confine´s
dans les hadrons : soit dans les baryons compose´s de trois quarks ou de trois
antiquarks, soit dans les me´sons compose´s d’une paire quark-antiquark. La
collaboration STAR a` RHIC a de´fini le QGP comme ”un e´tat de la matie`re en
e´quilibre thermique local dans lequel les quarks et les gluons sont de´confine´s
hors des hadrons de telle sorte que les degre´s de liberte´ de couleur deviennent
manifestes sur des volumes de la taille des noyaux et non plus seulement de
celle des nucle´ons”. [1]
Le comportement des quarks et des gluons est de´crit par la chromo-
dynamique quantique (QCD). Celle-ci pre´dit que les interactions sont de
faible intensite´ a` grande e´nergie et de forte intensite´ a` faible e´nergie. Ainsi,
lorsque l’e´nergie d’interaction est faible, le couplage αs est trop grand pour
e´tudier le syste`me par une approche perturbative. On a alors recours a` des
me´thodes non perturbatives base´es sur des mode`les effectifs ou des simula-
tions nume´riques pour faire des pre´dictions. D’autre part, lorsque l’e´nergie
devient grande, par exemple dans un milieu chaud, les quarks interagissent
moins et plus rien ne les force a` rester sous la forme de hadrons. L’e´nergie
se´parant les deux domaines est note´e ΛQCD et vaut environ 200 MeV.
On espe`re trouver du plasma de quarks et de gluons dans les milieux tre`s
denses, au coeur des e´toiles compactes par exemple. On pense, e´galement,
que l’univers e´tait, durant ses premie`res microsecondes, dans un e´tat suffi-
samment dense et chaud pour que le QGP se formaˆt [2]. La transition vers
la matie`re hadronique se serait ensuite produite a` mesure que la tempe´ra-
ture et la densite´ baissaient. Ainsi, l’e´tablissement du diagramme de phase
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Fig. 1.1 – Diagramme de phase sche´matique de QCD (Di Toro)
tempe´rature-densite´ (ou tempe´rature-potentiel chimique) est un enjeu ma-
jeur, tant the´orique qu’expe´rimental et est au cœur des e´tudes actuelles du
QGP [3].
1.1 Le diagramme de phase tempe´rature–potentiel-
chimique
Sur la figure 1.1 est repre´sente´ le diagramme de phase sche´matique de
la matie`re aux hautes e´chelles de tempe´rature et de densite´. Deux phases
sont repre´sente´es : la phase hadronique a` basse tempe´rature et basse den-
site´, la phase de plasma de quarks et de gluons a` haute tempe´rature et une
e´ventuelle phase parfois appele´e ”quarkyonique” a` haute densite´ et basse
tempe´rature. Sont e´galement repre´sente´es les trajectoires suivies lors de di-
verses expe´riences de collision : LHC, FAIR, etc. Ces trajectoires partent
toutes de la zone de la matie`re nucle´aire, de tempe´rature quasiment nulle
compare´e a` ΛQCD et de densite´ e´gale a` la densite´ nucle´aire normale, et tra-
versent la phase hadronique pour amener le syste`me dans d’autres phases.
Les deux transitions de phase apparaissant ici sont la transition chi-
rale et la transition de de´confinement. Elles sont repre´sente´es en jaune sur
le diagramme. La transition chirale est relie´e a` la syme´trie chirale qui est
brise´e dans la phase hadronique et restaure´e dans le plasma. Cette transi-
tion change d’ordre au point critique, point dont la position est un sujet de
recherche actif. La deuxie`me transition e´tudie´e est celle du de´confinement.
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Fig. 1.2 – Illustration d’une collision de noyau par Stephen Bass
Les quarks sont, en effet, confine´s dans la phase hadronique et de´confine´s
dans le QGP [4, 5, 6]. On verra que ces transitions ne co¨ıncident pas a` haute
densite´, ce qui ame`ne a` conside´rer l’existence d’une troisie`me phase a` haute
densite´ et basse tempe´rature.
La de´termination de l’e´tat dans lequel se trouve la matie`re peut se faire
par calcul sur re´seau. La zone de´limite´e par les pointille´s verts repre´sente le
domaine ou` les calculs sur re´seau sont possibles aujourd’hui. On constate que
cette zone est resteinte aux basses densite´s. L’utilisation d’autres me´thodes
sera donc ne´cessaire pour explorer le reste du diagramme.
1.2 Les processus mis en jeu
Lors d’une collision d’ions lourds, le QGP forme´ se refroidit rapide-
ment en se dispersant et en rayonnant diverses particules dont l’observation
permet de sonder le plasma. Le processus est sche´matise´ figure 1.2. Juste
avant la collision, les noyaux sont repre´sente´s par des disques a` cause de la
contraction de Lorentz et l’on suppose qu’ils sont bien de´crits par la the´orie
du Color-Glass-Condensate (CGC), puis vient la singularite´ de la collision,
un milieu appele´ glasma contenant des tubes de flux e´lectromagne´tiques se
forme ensuite [7], puis, le syste`me se thermalisant, le plasma apparaˆıt et
enfin l’hadronisation se produit donnant naissance a` un gaz de hadrons.
L’illustration d’une collision de l’expe´rience STAR a` RHIC est donne´e
figure 1.3. Un tre`s grand nombre de particules sont de´tecte´es autour du point
de collision et on reconstruit leurs trajectoires de manie`re a` re´cupe´rer des
informations sur le milieu forme´ apre`s la collision.
Un moyen efficace de de´crire le processus de refroidissement et de dis-
persion est de se placer dans le diagramme de Minkowski. Sur la figure 1.4,
on repre´sente l’e´volution spatio-temporelle de la collision de deux noyaux
de plomb. Avant la collision, les noyaux se dirigent l’un vers l’autre a` tre`s
grande vitesse. On suppose que tre`s peu de temps (1 fm/c) apre`s la collision
le QGP est forme´, les quarks sont alors de´confine´s et la syme´trie chirale est
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Fig. 1.3 – Illustration d’une collision de l’expe´rience de RHIC
Fig. 1.4 – Diagramme sche´matique de la collision (J. Harris)
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restaure´e. Le milieu subit ensuite un refroidissement et une expansion ce
qui aura pour conse´quence le reconfinement des quarks dans les hadrons et
la brisure de la syme´trie chirale [8]. On repasse alors dans la phase hadro-
nique. C’est le processus nomme´ hadronisation. Se produit ensuite le gel (ou
freeze-out) chimique : les collisions entre hadrons ne modifient plus la nature
de ceux-ci : seuls des e´changes d’e´nergie-impulsion ont lieu, la composition
en particules est alors fixe´e. Puis, survient le gel thermique, on peut alors
extraire la tempe´rature, de´sormais fixe´e, en ajustant un simple facteur de
Boltzmann e−βmi (ou` mi est la masse des hadrons de´tecte´s) sur les abon-
dances mesure´es. Tout au long du processus, de nombreuses particules sont
e´mises : photons, leptons, baryons, me´sons... Certaines d’entre elles voient
leurs proprie´te´s (masse, largeur...) modifie´es dans le plasma. Elles vont donc
pouvoir servir de sondes permettant d’obtenir des informations sur ce milieu.
1.3 Signatures du QGP dans les collisions d’ions
lourds
On pre´sente dans cette section, de manie`re non-exhaustive, quelques
sondes utilise´es. Le plus simple pour obtenir une signature inte´ressante est
de chercher une manifestation du plasma dans les observables prenant une
valeur tre`s diffe´rentes si le milieu est seulement hadronique ou s’il contient
du plasma (il existe des signaux plus e´labore´s). On s’inte´resse ainsi a` la
valeur que prend l’observable en question dans une collision proton contre
noyau, ou` l’on suppose que le plasma ne s’est pas forme´, et on la compare
avec la valeur dans une collision entre deux noyaux lourds ou` l’on espe`re
avoir forme´ du plasma. Si l’on obtient des diffe´rences inexplicables dans le
cadre de processus purement hadroniques, on peut conside´rer avoir obtenu
une preuve de la formation du plasma. Cette de´marche ne´cessite une grande
fiabilite´ des mode`les hadroniques utilise´s et un choix pertinent des obser-
vables e´tant donne´e la tre`s faible dure´e de vie du plasma e´ventuellement
forme´ ainsi que ses dimensions extreˆmement re´duites entrainant un risque
que les effets de sa formation soient totalement noye´s dans le bruit de fond
des processus hadroniques. Il convient enfin, de prendre en compte la pos-
sible formation du QGP dans les collisions noyaux-nucle´ons si l’e´nergie est
suffisamment grande.
1.3.1 Signatures indirectes
Une premie`re cate´gorie de signatures peut eˆtre recueillie a` partir de l’e´tat
final du syste`me. Ce sont les sondes indirectes issues des hadrons de faibles
impulsions (pT < 2 GeV/c) [9]. Elles permettent de remonter a` la composi-
tion chimique du syste`me apre`s gel chimique via la mesure des abondances
de particules. Cette composition est susceptible d’eˆtre modifie´e en cas de
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Fig. 1.5 – Sche´ma d’une collision non centrale d’ions lourds [11]
formation du QGP.
Parmi ces signatures indirectes, une mesure expe´rimentale typiquement
de´pendante du mode`le employe´ est le flot elliptique.
Le flot elliptique
Les mesures de l’e´tat final permettent de remonter a` la pression du milieu
forme´ apre`s la collision. Cela passe par l’e´tude des spectres et des anisotro-
pies du moment transverse [10] donnant des indications sur la dynamique
d’expansion, le degre´ d’e´quilibre cine´tique ainsi que le degre´ de collectivite´,
le tout permettant d’obtenir des informations sur la pression. Une donne´e
utile pour cela est le flot elliptique. Conside´rons une collision non centrale
comme repre´sente´e sur la figure 1.5. Les constituants des noyaux acteurs
de la collision sont re´partis de manie`re non sphe´rique et forment une fi-
gure en amande. L’axe z perpendiculaire au plan de la figure est celui de la
trajectoire des ions. L’angle φ est l’angle azimutal d’une particule e´jecte´e.
Dans le cas ou` les particules sont en forte interaction, l’anisotropie des po-
sitions initiales des acteurs de la collision (en gris sur la figure) entraine
une anisotropie des impulsions de ces partons. Le flot elliptique de´fini par
v2 =< cos(2φ) > est alors non nul. Sur la figure 1.6, on observe que le flot
elliptique sature a` haute e´nergie quelle que soit la particule concerne´e. C’est
le signe qu’une thermalisation pre´coce a e´te´ atteinte [12]. On constate que
les diffe´rents flots ne saturent pas a` la meˆme valeur pour les diffe´rents ha-
drons. Toutefois, si l’on trace les flots normalise´s aux nombres de quarks de
valence en fonction de l’e´nergie cine´tique transverse par quark, les courbes
co¨ıncident, voir figure 1.7. Cela indique que les degre´s de liberte´s pertinents
quand la thermalisation se produit sont les quarks de´confine´s et non les
hadrons. Il existe d’autres variables calcule´es a` partir de la dynamique du
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Fig. 1.6 – Flot elliptique de diffe´rents hadrons en fonction de l’e´nergie trans-
verse KET [12]
Fig. 1.7 – Flot elliptique normalise´ en fonction de l’e´nergie transverse par
quark [12]
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Fig. 1.8 – Sche´ma d’une situation propice au jet quenching [18]
milieu comme sa viscosite´ qui peuvent fournir des informations sur la nature
de ce milieu [13, 14].
Le jet quenching
D’autres signatures indirectes peuvent e´galement venir des hadrons is-
sus de collisions dures entre partons au tout de´but de la re´action. Lorsque
deux particules tre`s e´nerge´tiques e´mergent d’une collision entre deux parti-
cules incidentes, elles hadronisent lors de l’expansion en un amas de hadrons
appele´ jet. L’e´nergie perdue par ces jets n’est pas la meˆme suivant que le
milieu traverse´ soit un gaz de hadron ou un plasma. En effet, dans le QGP,
la forte densite´ de gluons produit une forte atte´nuation du jet appele´e ”jet
quenching” [15, 16, 17]. Sur la figure 1.8, on sche´matise l’e´mission de deux
partons lors d’une collision, le plasma est repre´sente´ en orange. Le jet partant
vers le haut traverse une faible portion de plasma et n’est que peu affecte´.
Le jet partant vers le bas subit, lui, une forte atte´nuation du fait d’une
plus longue trajectoire a` travers le plasma. On trace figure 1.9 le nombre
d’e´ve`nements en fonction de l’angle azimutal pour deux jets corre´le´s. On
constate, dans le cas d’une collision proton-proton et d’une collision proton-
noyau, la pre´sence d’un jet arrie`re, situe´ a` un angle de π par rapport au jet
principal. Ce jet est supprime´ pour une collision noyau-noyau, signe de la
formation d’un QGP.
Le facteur de modification nucle´aire : RAA
Les particules ge´ne´re´es par une collision d’ions lourds subissent de lourdes
pertes d’e´nergie a` cause des collisions de particules dans le milieu dense.
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Fig. 1.9 – E´ve`nements corre´le´s azimutalement pour des collisions proton-
proton en noir, proton-noyau en rouge et noyau-noyau en bleu [12]
Un sonde efficace pour e´tudier cet effet est la re´duction du nombre de ha-
drons de´tecte´s. L’observable correspondante est le facteur de modification
nucle´aire RAA, de´fini comme le rapport entre le rendement de hadrons dans
le cas de collisions entre ions lourds et celui dans le cas de collisions proton-
proton. Sur la figure 1.10, on trace RAA en fonction de l’impulsion transverse.
Si le re´sultat de la collision entre ions pouvait se ramener a` la somme des
re´sultats de collisions entre les nucle´ons constituants, RAA serait e´gal a` 1
quelle que soit l’impulsion. On observe une forte suppression notamment
autour de 6 GeV indiquant le fait que la collision noyau-noyau ne peut eˆtre
de´crite comme la superposition de collisions des nucle´ons mis en jeu.
Autres phe´nome`nes observe´s
On s’inte´resse e´galement au temps de vie du syste`me qui de´pend e´gale-
ment de la dynamique : il est plus e´leve´ si une phase de plasma est forme´e
[20]. Enfin la transition de phase peut engendrer des phe´nome`nes critiques
comme des fluctuations d’entropie ou de densite´ d’e´nergie en fonction de la
rapidite´ [21] ou comme des ”de´sorientations” de condensat chiral [22].
1.3.2 Signatures directes
On espe`re pouvoir recueillir des sondes e´mises directement depuis le
plasma et n’ayant pas interagi avec le milieu hadronique ulte´rieur. Parmi
celles-ci, se trouvent les sondes ”dures” a` cause du haut transfert d’impul-
sion a` l’origine de leur cre´ation. Ce sont des sondes e´mises tre`s peu de temps
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Fig. 1.10 – RAA en fonction de l’impulsion transverse pour un e´nergie de
2,76 GeV [19]
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apre`s la collision, elles sont donc susceptibles de naˆıtre dans le plasma et de
voir leurs proprie´te´s modifie´es par ce milieu.
Une premie`re conse´quence directe de la pre´sence de plasma est une aug-
mentation de la largeur de re´sonance des me´sons vecteurs ρ, ω, φ. Cela se
traduit par un exce`s de dileptons e+e− et µ+µ− dans les re´gions de masse
autour des masses des me´sons pour les collisions noyau-noyau par rapport
aux collisions proton-noyau [23]. Parmi ces me´sons, le ρ est inte´ressant car
particulie`rement sensible au plasma, sa dure´e de vie e´tant infe´rieure a` celle
du QGP.
Le plasma est e´galement susceptible de produire plus de radiations de
photons qu’un gaz de hadrons, toutefois cette conse´quence est tre`s difficile a`
mettre en e´vidence a` cause du bruit de fond venant de la de´sexcitation des
me´sons π0 et η et de l’annihilation π+π− [24].
Par ailleurs, toujours concernant les sondes leptoniques, les e´tats lie´s de
quarks charme´s cc¯ comme le J/Ψ subissent quant a` eux une suppression a`
cause du plasma [25, 26].
1.3.3 Conclusion
Nous avons pre´sente´ succinctement certaines observations expe´rimen-
tales permettant indirectement via des mode`les effectifs approprie´s de mettre
en e´vidence la pre´sence du plasma de quarks et de gluons. Transformer ces
signaux expe´rimentaux en estimations quantitatives se re´ve`lera complique´
e´tant donne´es les difficulte´s qu’il y a a` mode´liser les phe´nome`nes mis en jeu.
Attardons-nous sur les diffe´rentes the´ories ayant pour objet l’interaction au
cœur de ces processus mis en jeu dans le plasma : l’interaction forte.
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Chapitre 2
Description de l’interaction
forte
Ce que nous observons, ce n’est pas la Nature en soi,
mais la Nature expose´e a` notre me´thode d’investigation.
Werner Heisenberg
L’existence de l’interaction forte fut sugge´re´e afin d’expliquer la cohe´sion
des noyaux atomiques. En effet, sans cette force attractive, la re´pulsion
e´lectromagne´tique entre protons empeˆcherait toute stabilite´ nucle´aire. Pro-
tons et neutrons se comportant de manie`re identique vis-a`-vis de cette in-
teraction, on de´crit le proton et le neutron comme deux e´tats d’un meˆme
objet : le nucle´on, ce qui est conforte´ par le tre`s faible e´cart de masse entre
les deux particules : mproton = 938, 27 MeV et mneutron = 939, 57 MeV.
La syme´trie sous-jacente a` cette identification est la syme´trie d’isospin.
Elle est base´e sur le groupe SU(2) dont la repre´sentation fondamentale ad-
met pour objets le proton et le neutron. On notera par la suite ce groupe
SUV (2), l’indice V faisant re´fe´rence au caracte`re vectoriel de la transforma-
tion. Ce groupe est, en effet, associe´ a` la conservation du courant vectoriel
d’isospin.
2.1 Syme´tries et repre´sentations
Lorsque les lois physiques re´gissant un syste`me (par exemple un conden-
sateur e´lectrique) sont invariantes sous un groupe de transformations (par
exemple, le groupe des rotations autour de l’axe vertical), on dit que le
syste`me ve´rifie la syme´trie associe´e a` ce groupe. Les transformations du
syste`me induisent, par ailleurs, des transformations de quantite´s physiques
mode´lisant le syste`me (par exemple le champ e´lectrique, le champ magne´-
tique, la charge e´lectrique, etc). On repre´sente alors les transformations
du syste`me par les transformations induites sur les quantite´s physiques : a`
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chaque rotation r du syste`me, on associe la transformation T (r) d’une quan-
tite´ physique et pour que T re´alise une repre´sentation fide`le, on lui impose
d’eˆtre un homomorphisme. Une repre´sentation est, en effet, de´finie comme
une application associant a` chaque e´le´ment d’un groupe une transformation.
Diffe´rentes repre´sentations du groupe sont possibles, ce qui engendre
l’existence de diffe´rents types de quantite´s physiques se transformant line´ai-
rement. Par exemple, a` la repre´sentation triviale (tous les e´le´ments du groupe
sont repre´sente´s par l’identite´), on associe les quantite´s scalaires (charge
e´lectrique, norme du champ e´lectrique, etc.). Ces quantite´s sont des inva-
riants vis-a`-vis des rotations. Elles se transforment, en effet, via l’identite´.
Une autre repre´sentation possible du groupe de rotation est la repre´-
sentation matricielle SO(3) : a` chaque rotation, on associe une matrice du
groupe de Lie SO(3). Les quantite´s physiques associe´es sont alors les vecteurs
(champ e´lectrique, vecteur position d’un point du condensateur, etc.) et
tournent en meˆme temps que le syste`me.
2.2 Repre´sentation adjointe
Il est e´galement possible de repre´senter le groupe de transformations par
l’alge`bre de Lie associe´e au groupe de Lie. On parle alors de repre´sentation
adjointe, la repre´sentation par le groupe de Lie e´tant appele´e repre´sentation
fondamentale.
Dans l’exemple SO(3), l’alge`bre de Lie associe´e, so(3), est ge´ne´re´e par
J1, J2 et J3 :
J1 =

0 0 00 0 −i
0 i 0

 ; J2 =

 0 0 i0 0 0
−i 0 0

 ; J3 =

0 −i 0i 0 0
0 0 0

 (2.1)
ve´rifiant les relations de commutations suivantes :
[Ji, Jj ] = i
3∑
k=1
ǫijkJk. (2.2)
Ces relations de commutation sont centrales pour la recherche de repre´sen-
tations, en effet, tout jeu de trois matrices hermitiennes ve´rifiant ces relations
forme une repre´sentation du groupe des rotations. C’est le cas des matrices
de Pauli :
σ1 =
(
0 1
1 0
)
; σ2 =
(
0 −i
i 0
)
; σ3 =
(
1 0
0 −1
)
, (2.3)
plus pre´cise´ment de
{
σ1
2 ;
σ2
2 ;
σ3
2
}
. On construit ainsi une repre´sentation du
groupe des rotations par le groupe SU(2) s’appliquant a` des objets a` deux
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composantes appele´s spineurs. De manie`re ge´ne´rale [27], on peut trouver une
repre´sentation de dimension quelconque de ce groupe et traditionnellement,
on conside`re une dimension de valeur 2j + 1, j e´tant appele´ le spin de la
repre´sentation et prenant une valeur entie`re ou demi-entie`re.
2.3 L’isospin
Comme e´voque´ pre´ce´demment, on de´crit le proton et le neutron comme
les composantes d’un meˆme objet, le nucle´on, qu’on de´crit mathe´matiquement
par l’isospineur χ :
χ =
(
p
n
)
. (2.4)
On de´finit alors l’isospin comme un degre´ de liberte´ interne au nucle´on,
le proton et le neutron e´tant les projections ”haut” et ”bas” de l’isospin.
Une transformation d’isospin peut eˆtre repre´sente´e par une transformation
de χ par U un e´le´ment de SU(2) : χ′ = Uχ. Le nucle´on est ainsi l’objet
associe´ a` la repre´sentation fondamentale des transformations d’isospin. La
repre´sentation adjointe consiste a` conside´rer les rotations SO(3) applique´es
a` un triplet identifie´ au triplet de pions [28], [29] :
π+π0
π−

 . (2.5)
La the´orie de l’interaction forte est alors construite de manie`re a` res-
pecter la syme´trie d’isospin observe´e expe´rimentalement. L’introduction du
concept de nucle´on accompagne´ d’un degre´ de liberte´ interne qu’est l’isospin
permet ainsi de construire une the´orie traitant le proton et le neutron de
manie`re syme´trique.
2.4 La voie octuple
Si j’avais pre´vu c¸a, j’aurais fait de la botanique.
Wolfgang Pauli
Afin de classer le nombre croissant de particules, dont certaines ayant des
dure´es de vie e´trangement longues, un nouveau nombre quantique, l’e´tran-
gete´, est introduit [30] [31]. On passe alors d’une repre´sentation par le groupe
SU(2) a` une repre´sentation par le groupe SU(3). Ceci permet d’e´tablir une
classification des hadrons : les baryons avec un moment cine´tique total e´gal
a` 1/2 ainsi que les me´sons avec un moment cine´tique total nul (J = 0) sont
range´s en octet de SU(3) : Fig. 2.1.
Les baryons de moment cine´tique total e´gal a` 3/2 sont range´s en de´cuplet
de SU(3) : Fig. 2.2.
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Fig. 2.1 – En haut : l’octet des me´sons et en bas : l’octet des baryons. s
repre´sente l’e´trangete´ et q la charge e´lectrique. (Creative Commons)
Fig. 2.2 – De´cuplet des baryons. (Creative Commons)
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2.5 Le mode`le de Sakata
Une telle varie´te´ de hadrons encouragea la recherche d’un mode`le de´cri-
vant ces particules comme e´tant des combinaisons de particules e´le´mentaires
et permettant de retrouver les structures d’octet et de de´cuplet pre´ce´dentes.
Sakata [32] proposa ainsi de construire l’ensemble des hadrons a` partir du
triplet t : proton p, neutron n et lambda Λ :
t =

pn
Λ

 . (2.6)
La the´orie e´tait construite de manie`re a` eˆtre invariante sous transformation
SU(3) du triplet t :
t′ = Ut (2.7)
avec U ∈ SU(3), ceci e´tant justifie´ par le faible e´cart de masse entre p, n et
Λ. L’inte´reˆt d’un tel mode`le consiste a` de´crire les me´sons comme des e´tats
lie´s constitue´s d’une de ces trois particules et d’une des trois antiparticules
correspondantes. Le K+ est, par exemple, identifie´ a` l’e´tat lie´ pΛ.
L’inte´reˆt du groupe SU(3) re´side en la de´composition des produits ten-
soriels des repre´sentations fondamentale et conjugue´e en sommes directes
de repre´sentations irre´ductibles. La repre´sentation fondamentale associe a`
chaque e´le´ment de SU(3) la transformation du triplet t de´crite par l’e´quation
2.7. L’objet transforme´ ayant trois composantes, on la note formellement 3.
La repre´sentation conjugue´e est, quant a` elle, note´e 3. On a les de´compo-
sitions suivantes [33] :
3⊗ 3 = 8⊕ 1 (2.8)
3⊗ 3⊗ 3 = 1⊕ 8⊕ 8⊕ 10 (2.9)
avec 1 la repre´sentation triviale associe´e aux transformations des scalaires
et 8 et 10 les repre´sentations de dimensions supe´rieures associe´es respec-
tivement aux transformations des octets et des de´cuplets. On associe alors
l’octet des me´sons a` la repre´sentation 8 apparaissant dans 2.8.
Un me´son est ainsi vu comme un objet se transformant de la meˆme fac¸on
qu’une composition d’un e´lement du triplet et d’un e´le´ment de l’anti-triplet.
La complexite´ de la description des baryons dans ce mode`le e´tait telle qu’une
modification de taille dut eˆtre faite rapidement. Le nouveau mode`le qui en
de´coula invoqua l’existence de nouveaux objets appele´s quarks.
2.6 Le mode`le de quarks
Three Quarks for Muster Mark !
James Joyce
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Fig. 2.3 – Contenu en quarks de l’octet des me´sons de spin 0. (Creative
Commons)
2.6.1 La syme´trie de saveur
Murray Gell-Mann proposa en 1964 [34], de conside´rer les hadrons comme
des e´tats lie´s ou re´sonants, non pas de particules de´ja` identifie´es, mais de
nouvelles particules de spin 1/2 et de charges −e/3 ou 2e/3 avec e la charge
de l’e´lectron. Gell-Mann nomma ces particules des ”quarks” et les re´unit en
un triplet de manie`re analogue au mode`le de Sakata. Les deux premie`res
composantes furent nomme´es up (u) et down (d) par analogie avec l’isospin
up et down du proton et du neutron. La troisie`me fut nomme´e e´trange (s :
strange en anglais) car entrant dans la composition des hadrons e´tranges.
Les trois composantes sont de´signe´es sous le terme de saveurs et la syme´trie
SU(3) applique´e au triplet re´alise une ge´ne´ralisation de la syme´trie d’isos-
pin : la syme´trie de saveur. Cette syme´trie, base´e sur le groupe, SUf (3) (f
comme flavour : saveur en anglais) et applique´e au triplet de quark permet
de retrouver les structures des multiplets de hadrons en conside´rant les ba-
ryons comme des e´tats a` trois quarks et les me´sons comme des e´tats forme´s
d’un quark et d’un anti-quark.
2.6.2 Contenu en saveur des hadrons
Les figures 2.3, 2.4 et 2.5 indiquent le contenu en quarks des multiplets
de´crits pre´ce´demment, Q repre´sente la charge, I3 la projection de l’isospin
et S l’e´trangete´ : un quark s comptant pour 1 et un antiquark s¯ pour −1, ce
a` quoi on peut ajouter l’octet des me´sons de spin 1 repre´sente´ Fig.2.6. Les
masses suppose´es des quarks u, d et s e´tant relativement proches les unes
des autres, la syme´trie SUf (3) est quasiment respecte´e et les partenaires des
multiplets ont des masses proches a` quelques exceptions pre`s, justifie´es par
des me´canismes de brisures spontane´es de syme´trie et d’instantons.
La de´couverte de nouveaux hadrons a conduit a` poser l’existence de
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Fig. 2.4 – Contenu en quarks de l’octet des baryons. (Creative Commons)
Fig. 2.5 – Contenu en quarks du decuplet des baryons. (Creative Commons)
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Fig. 2.6 – Contenu en quarks de l’octet des me´sons de spin 1 (Creative
Commons)
saveurs supple´mentaires : c, b et t. Les masses e´leve´es de ces nouveaux quarks
rendent ininte´ressante la prise en compte des syme´tries d’ordres supe´rieurs
SU(4), SU(5) et SU(6). La syme´trie SUf (3), bien que le´ge`rement brise´e,
a permis de construire un mode`le rendant compte du nombre croissant de
hadrons de´couverts ainsi que de leur organisation en multiplets.
2.6.3 Introduction de la couleur
Afin d’expliquer la de´tection des baryons Ω− et ∆++ pre´sents dans
le de´cuplet Fig.2.5 et de garantir l’antisyme´trie de leur e´tat, un nouveau
nombre quantique est ajoute´ a` la description. En effet, ces baryons sont
constitue´s de 3 quarks de meˆme saveur et de meˆme spin. Ils ne respectent
donc pas le principe d’exclusion de Fermi a` moins de supposer l’existence
d’un nouveau nombre quantique : la couleur. Chaque quark q est alors de´crit
comme un triplet de couleur :
q =

 qbleuqrouge
qvert

 (2.10)
se transformant sous SUc(3) (c comme couleur) et constituant la repre´-
sentation fondamentale de la syme´trie de couleur des hadrons. Les hadrons
sont des objets invariants sous SUc(3) et c’est sur cette syme´trie interne
que sera base´e la the´orie de´crivant leurs interactions : la chromodynamique
quantique.
La chromodynamique quantique (QCD) est une the´orie de jauge la-
grangienne construite de manie`re analogue a` l’e´lectrodynamique quantique
(QED). Commenc¸ons donc par de´crire cette dernie`re.
38
2.7 E´lectrodynamique quantique
La QED a pour objet de base l’e´lectron. Elle se contruit a` partir du
lagrangien correspondant a` la propagation d’un e´lectron libre :
L0 = Ψ¯(x)(iγµ∂µ −m)Ψ(x) (2.11)
avec Ψ(x) un bispineur de Dirac associe´ au champ de l’e´lectron au point
d’espace-temps x et γµ une matrice 4×4 appele´e matrice de Dirac et ve´rifiant
la relation d’anticommutation : {γµ, γν} = 2ηµν✶, η e´tant la me´trique de
Lorentz (1,−1,−1,−1), ✶ la matrice identite´ de l’espace des matrices com-
plexes 4× 4 et Ψ¯ = Ψ†γ0. Ce qui caracte´rise l’interaction e´lectromagne´tique
est l’invariance du lagrangien et donc des observables sous la transforma-
tion :
Ψ(x)→ Ψ′(x) = e−iqθΨ(x) (2.12)
Chaque transformation de de´phasage ainsi de´finie est associe´e a` un e´le´ment
de U(1) : e−iθ. Lorsque le lagrangien est invariant sous cette transforma-
tion, on dit que la syme´trie U(1) est respecte´e. L’objet de base de la the´orie
posse`de donc un degre´ de liberte´ interne, ici une phase. Cela va nous per-
mettre de de´crire les interactions qu’il subit.
Le principe des the´ories de jauge consiste alors a` passer d’une inva-
riance globale a` une invariance locale en permettant a` θ de prendre une
valeur diffe´rente en chaque point. On modifie alors l’e´quation 2.12 en fai-
sant de´pendre θ de x :
Ψ(x)→ Ψ′(x) = e−iqθ(x)Ψ(x). (2.13)
La de´rive´e ∂µ doit alors eˆtre remplace´e par une de´rive´e covariante Dµ =
∂µ − ieqAµ, ceci afin de garantir l’invariance du lagrangien sous 2.13, Aµ se
transformant de la manie`re suivante :
Aµ → A′µ = Aµ +
1
e
∂µθ. (2.14)
Le lagrangien devient :
L′0 = Ψ¯(x)(iγµDµ −m)Ψ(x). (2.15)
Le champ de jauge vectoriel Aµ, apre`s ajout d’un terme cine´tique, sera
associe´ au photon qui joue le roˆle de me´diateur de l’interaction e´lectro-
magne´tique. Apparaˆıt alors un terme Ψ¯AµΨ dans le lagrangien. Ce terme
permet de de´crire le vertex eγe et donc l’e´mission ou` l’absorption d’un pho-
ton par un e´lectron. On associe a` ce vertex le diagramme de Feynman sui-
vant :
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Enfin, pour que la description soit comple`te, on ajoute un terme de
propagation du photon au lagrangien. On pose Fµν = ∂µAν − ∂νAµ et on
re´e´crit le lagrangien sous la forme suivante :
LQED = Ψ¯(x)(iγµDµ −m)Ψ(x)− 1
4
FµνF
µν . (2.16)
On a ainsi construit une the´orie conciliant e´lectromagne´tisme et me´canique
quantique dans un cadre relativiste.
2.8 Le lagrangien de QCD
De la meˆme manie`re qu’en QED, on de´crit d’abord la propagation du
fermion libre qui est ici le quark :
L0 = q¯(x)(iγµ∂µ −m)q(x). (2.17)
Dans ce cas, la syme´trie de jauge n’est pas base´e sur le groupe U(1) mais
sur le groupe SUc(3) dont les e´le´ments agissent sur le triplet de couleur que
constitue le quark :
qαf → (qαf )′ = Uαβ qβf . (2.18)
Chaque saveur de quark qf de´finit un triplet de couleur, α et β sont les
indices de couleurs, f l’indice d’isospin ou de saveur et U une matrice de
SU(3) qu’on peut e´crire sous la forme [35] :
U = exp
(
−igsλ
a
2
θa
)
(2.19)
ou` les λa sont les huit ge´ne´rateurs de l’alge`bre de Lie du groupe SU(3)
repre´sente´s par les matrices de Gell-Mann, θa des parame`tres et gs la constan-
te de structure de l’interaction forte.
On constate sur 2.18 que la saveur n’est pas affecte´e par les transforma-
tions de couleur SU(3) ge´ne´rant l’interaction forte : l’interaction forte est
inde´pendante de la saveur. Le passage de l’invariance globale a` l’invariance
locale ame`ne a` nouveau a` re´e´crire le lagrangien en ajoutant une de´rive´e
covariante :
Dµ = ∂µ − igsλ
a
2
Aµa . (2.20)
Le champ de jauge Aµ correspond cette fois-ci aux gluons. Les transforma-
tions de l’octet Aµ (l’indice a allant de 1 a` 8) forment la repre´sentation
adjointe du groupe SU(3).
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Le nouveau lagrangien :
L′0 = q¯(x)(iγµDµ −m)q(x) (2.21)
fait intervenir le terme −igSGµa q¯α
(
λa
2
)
αβ
qβ auquel on associe le vertex
quark-gluon-quark :
Le tenseur permettant la description de la propagation du boson de jauge
a une forme plus complique´e qu’en QED a` cause de la non-commutativite´
du champ de jauge Gµ :
Gµνa = ∂
µGνa − ∂νGµa + gsfabcGµbGνc , (2.22)
fabc e´tant les constantes de structure de l’alge`bre de Lie de SU(3). Le la-
grangien devient ainsi :
LQCD = q¯(x)(iγµDµ −m)q(x)− 1
4
Gµνa G
a
µν . (2.23)
Apparaissent alors des vertex a` trois gluons :
ainsi que des vertex a` quatre gluons :
On calcule alors l’action associe´e a` ce lagrangien, puis les fonctions de
Green en terme des champs de gluons et de quarks graˆce au formalisme
de l’inte´grale des chemins [36]. Puis, on rajoute des termes de fixation de
jauge au lagrangien pour e´viter les divergences au sein de ce formalisme et
des termes de fantoˆmes de Fadeev-Popov pour garantir la covariance de la
fixation de jauge [37]. Enfin, graˆce aux fonctions de Green, on calcule les
observables associe´es aux interactions fortes.
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Fig. 2.7 – E´volution de αS en fonction de l’e´nergie d’interaction dans le
centre de masse ECM . Les ronds et les carre´s correspondent aux mesures
expe´rimentales et le trait plein au calcul de QCD au next-to-next-to-leading-
order (c’est-a`-dire au deuxie`me ordre en de´veloppement de αS) [38].
2.9 La liberte´ asymptotique
Lors du calcul d’une observable physique a` partir des propagateurs de
gluons et de quarks, toutes les boucles du diagramme de Feynman correspon-
dant a` l’observable doivent eˆtre prises en compte. La proce´dure permettant
d’exprimer les quantite´s physiques observables a` partir des parame`tres ”nus”
de la the´orie (c’est a` dire des champs de gluons et de quarks ”libres” appa-
raissant dans le lagrangien) s’appelle la renormalisation. Elle fait intervenir
une e´chelle d’e´nergie µ qu’on appelle point de renormalisation et dont vont
de´pendre les fonctions de Green, la constante de couplage et les masses des
quarks. Ce parame`tre µ peut eˆtre interpre´te´ comme l’e´nergie du processus
en question. La de´pendance de la constante de couplage de l’interaction forte
αS en µ permet ainsi de pre´dire l’intensite´ de l’interaction en fonction de
l’e´nergie du processus.
On constate figure 2.7 que la constante de couplage de´croit lorsque
l’e´nergie d’interaction augmente. Lorsque l’e´nergie d’interaction devient gran-
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Fig. 2.8 – De´rive´e de la section efficace par rapport a` la masse invariante
et a` la rapidite´ en fonction de la masse invariante pour diffe´rentes feneˆtres
de rapidite´ lors d’une collision proton-antiproton a` 1.96 TeV . Les points
correspondent aux mesures expe´rimentales et les traits pleins aux pre´dictions
the´oriques de la QCD au next-to-leading-order [38].
de devant les e´chelles d’e´nergie hadronique, la constante de couplage tend
vers ze´ro. Les quarks n’interagissent alors que tre`s peu entre eux. On relie
ce phe´nome`ne a` la liberte´ asymptotique stipulant qu’on peut isoler des e´tats
d’entre´e et de sortie avant et apre`s l’interaction. Un de´veloppement pertur-
batif en puissances de αS est alors re´alisable et des pre´dictions peuvent eˆtre
tire´es directement de la QCD.
La figure 2.8 montre le tre`s bon accord entre les pre´dictions de la QCD et
les mesures expe´rimentales concernant la de´pendance de la section efficace
en MJJ , la masse invariante, lors d’une collision proton-antiproton [38].
Ce domaine perturbatif ou` les calculs approche´s sont tre`s proches de la
valeur exacte ne s’e´tend pas a` la zone de basse e´nergie d’interaction, i.e. en
dessous de ΛQCD. Dans cette zone, la constante de couplage est trop grande
pour qu’un de´veloppement perturbatif soit permis. Les quarks interagissent
alors fortement entre eux et sont confine´s au sein des hadrons. ΛQCD est
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de´fini par la relation suivante :
g2(Q2) =
1
β0 ln(Q2/ΛQCD)
(2.24)
avec g la constante de couplage, Q l’impulsion du processus et β0 le premier
terme du de´veloppement de β(g) : β(g) = −β0g3 + β1g5, β(g) e´tant de´fini
par : β(g) = µ
dg
dµ
, µ e´tant l’e´chelle de renormalisation.
Avec la liberte´ asymptotique, l’autre aspect marquant de la physique de
la QCD est le confinement.
2.10 Le confinement
Il convient de distinguer, d’une part, la liaison des quarks a` basse e´nergie
due a` la forte valeur de la constante de couplage et d’autre part, le confi-
nement de´fini rigoureusement a` partir d’une syme´trie interne de couleur.
Ce confinement de couleur interdit la de´tection de particules colore´es donc
de quarks. Seuls les e´tats blancs, c’est-a`-dire syme´triques sous SU(3)c sont
observables. Ces e´tats correspondent aux hadrons.
Aucune ve´rification du confinement en QCD n’a e´te´ effectue´e par un
calcul non perturbatif. La transition entre les domaines confine´ et de´confine´
formera l’une des deux transitions a` l’e´tude dans ces travaux. Le domaine
de´confine´ est celui du plasma de quarks et de gluons et correspond aux hautes
e´nergies et plus pre´cise´ment aux hautes tempe´ratures et aux hautes densite´s
tandis qu’a` basse e´nergie, on retrouve la matie`re hadronique ordinaire. Dans
ces conditions, le de´veloppement perturbatif de la QCD ne s’applique plus.
On a alors recours a` d’autres me´thodes telles que les calculs sur re´seau ou
des mode`les effectifs base´s sur les syme´tries de la QCD comme c’est le cas du
mode`le Nambu–Jona-Lasinio (NJL) et son extension : le mode`le Polyakov–
Nambu–Jona-Lasinio (PNJL) que nous allons pre´senter.
Dans ces mode`les, nous ne pouvons parler de confinement que d’une
fac¸on approche´e : le mode`le NJL permet seulement une interpre´tation du
confinement en terme d’interaction : le pion est, par exemple, de´crit comme
un e´tat lie´ a` tempe´rature nulle. Le mode`le PNJL, quant a` lui, meˆme s’il
va plus loin graˆce a` la boucle de Polyakov, ne fournit qu’une description
statistique du confinement. Le confinement de couleur de la QCD n’est donc
jamais comple`tement de´crit dans cette e´tude.
2.11 Conclusion
On a vu de quelle manie`re les the´ories de l’interaction forte ont peu a` peu
gagne´ en cohe´rence et en pre´cision jusqu’a` aboutir a` la chromodynamique
quantique. Cependant cette the´orie, bien que d’une pre´cision aujourd’hui
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encore inconteste´e, donne difficilement des re´sultats analytiques dans des
milieux ou` les interactions se produisent a` des e´nergies faibles devant ΛQCD.
Un des moyens d’effectuer les calculs est alors de se placer sur un re´seau.
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Chapitre 3
Les calculs de QCD sur
re´seau
3.1 Pre´sentation
Dans le domaine ou` les calculs perturbatifs ne sont plus applicables
a` cause de la trop grande valeur de la constante de couplage, on peut
mettre en place des me´thodes nume´riques. Ces me´thodes sont base´es sur
une discre´tisation de l’espace-temps. Les calculs sont alors effectue´s sur le
re´seau obtenu par la discre´tisation d’ou` le nom de ”QCD sur re´seau”.
On associe aux objets de la the´orie des objets mathe´matiques : le quark
et l’antiquark sont repre´sente´s par des bispineurs de Dirac : ψ et ψ¯ et le
gluon par un quadri-vecteur Aµ. Les valeurs moyennes des observables sont
alors calcule´es graˆce a` l’action S(Aµ, ψ, ψ¯) :
< O >=
∫ DAµDψDψ¯OeiS(Aµ,ψ,ψ¯)∫ DAµDψDψ¯eiS(Aµ,ψ,ψ¯) . (3.1)
Les inte´grales en question sont ici des inte´grales de chemin et sur re´seau, ces
chemins suivent l’espace-temps discre´tise´ en intervalles de taille ”a” appele´
le pas du re´seau. L’action prend alors une valeur diffe´rente a` chaque ”noeud”
du re´seau.
Afin de pre´server l’invariance de jauge, a priori brise´e par la discre´ti-
sation, on introduit la variable de lien U(x, y). Si une transformation de jauge
transforme ψ(x) en V (x)ψ(x), alors U(x, y) est transforme´e en V (x).U(x, y).
V †(y) de manie`re a` conserver l’invariance de jauge locale, on peut alors
re´e´crire l’action graˆce aux variables de lien. U(x, y) a un roˆle analogue a` celui
de la de´rive´e covariante et s’utilise plus facilement sur un re´seau discre´tise´.
Il s’exprime en fonction du champ Aµ de la manie`re suivante [39] :
U(x, y) = P exp
[
ig
∫ y
x
dxµAµ(x)
]
(3.2)
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Fig. 3.1 – Un exemple de boucle de Wilson.
P e´tant l’ope´rateur d’ordination de chemin (path-ordering) et g la constante
de couplage de QCD.
L’action de jauge s’exprime ensuite a` l’aide de boucles construites avec
les variables de lien U(x, y). Ces boucles sont appele´es ”boucle de Wilson”
et leur utilisation permet de garantir l’invariance de jauge. Un exemple est
donne´ figure 3.1 ou` l’on trace la boucle W (x) = Uµ(x)Uν(x + aµˆ)U
†
µ(x +
aνˆ)U †ν (x). Ce qui nous inte´resse est le diagramme de phase tempe´rature-
potentiel chimique, on a donc besoin d’un objet construit dans le cadre
de l’e´quilibre thermodynamique grand canonique. Le calcul de la fonction
de partition a` tempe´rature finie fera ainsi intervenir une boucle de Wilson
particulie`re : la boucle de Polyakov.
3.2 La boucle de Polyakov
La boucle de Polyakov est une boucle de Wilson calcule´e dans le cadre
d’un re´seau euclidien ou` l’on a impose´ des conditions de pe´riodicite´ sur la
variable temporelle. Le formalisme euclidien permet de faire des calculs a`
l’e´quilibre a` tempe´rature finie. L’inverse de la tempe´rature du syste`me est
alors note´ β. Dans un mode`le de pure jauge, la fonction de partition d’un
syste`me de gluons en pre´sence de quarks statiques s’e´crit alors :
ZQ(β, ~x) =
∫
D[A,ψ, ψ¯]e−SpurejaugeL(~x). (3.3)
avec L(~x) la boucle de Polyakov de´finie de la manie`re suivante :
L(~x) =
1
Nc
Trc exp
[
ig
∫ β
0
dx4A4(~x, x4)
]
, (3.4)
Nc e´tant le nombre de couleur et Trc la trace sur la couleur.
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Nous verrons plus en de´tail, dans les chapitres suivants, la manie`re dont
la tempe´rature et la boucle de Polyakov sont utilise´es pour de´crire le plasma.
Cet objet servira de parame`tre d’ordre pour la transition de de´confi-nement.
On verra que la boucle de Polyakov est sensible a` la brisure spontane´e de la
syme´trie de jauge que l’on peut lier au de´confinement.
3.3 Conclusion
Dans cette premie`re partie, nous avons vu que de nombreuses indica-
tions expe´rimentales permettaient de supposer la formation d’un plasma de
quarks et de gluons lors des collisions d’ions lourds dans les acce´le´rateurs.
Pour de´crire ce milieu, plusieurs options s’offrent alors a` nous. La premie`re
est d’utiliser la the´orie donnant les pre´dictions les plus pre´cises sur la matie`re
interagissant fortement : la QCD. Malheureusement, cette the´orie n’est pas
applicable aux e´chelles d’e´nergie concerne´e. Un deuxie`me option est de
discre´tiser l’espace-temps et d’effectuer, comme nous venons de l’aborder,
des calculs sur re´seau. Enfin, une troisie`me option consiste a` utiliser des
mode`les effectifs.
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Deuxie`me partie
Un mode`le effectif de la QCD
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Les calculs analytiques e´tant impossibles a` basse e´nergie et la QCD sur
re´seau e´tant limite´e au domaine de tre`s faible potentiel chimique, l’utilisation
de mode`les effectifs s’impose pour de´crire le diagramme de phase T −µ. On
se limitera a` des syste`mes dont la dynamique est contenue dans le lagrangien
de la QCD.
A` part pour quelques re`gles de somme, il est aujourd’hui difficile de
tirer de la QCD des informations concernant les proprie´te´s de basse e´nergie
des hadrons de manie`re analytique. La the´orie des perturbations ne permet
effectivement pas de calculer des quantite´s telles que les masses hadroniques,
les largeurs de re´sonances ou les longueurs de diffusion. Dans le cadre de
l’e´tude de la transition entre matie`re hadronique et plasma de quarks et de
gluons, un mode`le effectif sera utilise´ : le mode`le Nambu–Jona-Lasinio (NJL)
ainsi que l’une de ses extensions : le mode`le Polyakov–Nambu–Jona-Lasinio
(PNJL).
Le mode`le NJL a d’abord e´te´ introduit afin de de´crire les interactions
entre nucle´ons et incorpore de´sormais les quarks comme degre´s de liberte´.
Un aspect essentiel de ce mode`le est qu’il est construit avec un lagrangien
respectant la syme´trie chirale pre´sente en QCD.
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Chapitre 4
Quels e´le´ments pour
fabriquer une the´orie
effective de QCD?
4.1 E´le´ments de la the´orie des transitions de phase
D’apre`s la the´orie de Ginzburg-Landau, on peut fabriquer une the´orie
effective a` partir d’une the´orie plus globale en se basant sur les syme´tries du
lagrangien initial ainsi qu’en incorporant des parame`tres d’ordre de´crivant
la transition.
4.1.1 Le parame`tre d’ordre
Ce qui caracte´rise une transition de phase est la discontinuite´ ou la di-
vergence de certaines proprie´te´s du syste`me lors de la petite modification
d’un parame`tre. Le passage d’une phase a` l’autre s’accompagne souvent
d’un changement de syme´trie. La phase ordonne´e, en re`gle ge´ne´rale celle de
basse tempe´rature, est moins syme´trique que la phase de´sordonne´e : c’est
l’apparition de l’ordre qui provoque la perte de syme´trie. Cette perte est
de´crite graˆce a` une variable appele´e ”parame`tre d’ordre” qui prend une va-
leur nulle dans la phase syme´trique et non nulle dans la phase ordonne´e.
Lorsque le groupe de syme´trie de la phase ordonne´e (de basse tempe´rature)
est un sous-groupe de celui de la phase syme´trique (de haute tempe´rature),
on peut utiliser la classification de Landau selon laquelle la transition est
de premier ordre si le parame`tre est discontinu et de second ordre s’il est
continu et que sa de´rive´e diverge. Lorsque le parame`tre est continu et qu’au-
cune divergence de sa de´rive´e n’apparaˆıt, on parlera d’une transition de type
crossover, le parame`tre en question n’est alors plus, a` proprement parler, un
parame`tre d’ordre mais seulement une donne´e caracte´risant l’e´volution du
crossover. On peut quand meˆme de´finir une ligne de transition dans le dia-
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gramme de phase pour ce dernier cas, en prenant comme point de transition
le point ou` la de´rive´e du parame`tre est extre´male. On peut se permettre
d’utiliser plusieurs crite`res pour caracte´riser la transition. Ce qui importe
est alors que les diffe´rents crite`res convergent lorsque le crossover devient
une ve´ritable transition de phase.
4.1.2 Brisure de syme´trie
Lorsque l’e´tat de plus basse e´nergie d’un syste`me ne posse`de pas la
syme´trie comple`te de l’espace ou du hamiltonien de´crivant les interactions,
on dit que la syme´trie est brise´e spontane´ment. Ce type de brisure est a`
opposer a` la brisure explicite se produisant lorsqu’il existe, de`s le de´part, un
terme brisant la syme´trie dans le hamiltonien ou dans le lagrangien de la
the´orie. Selon le the´ore`me de Goldstone [40], lors d’une brisure spontane´e de
syme´trie continue, il apparait une excitation de masse nulle appele´e boson
de Goldstone.
Un des aspects centraux du mode`le que nous allons pre´senter est la
brisure d’une syme´trie particulie`re : la syme´trie chirale.
4.2 La syme´trie chirale
Pour de´crire cette syme´trie, inte´ressons-nous aux repre´sentations du groupe
de Lorentz.
4.2.1 Repre´sentation des transformations de Lorentz par un
bispineur
Les isome´tries de l’espace de Minkowski forment un groupe : le groupe
de Poincare´. Il contient les translations spatio-temporelles, les syme´tries mi-
roir, le renversement du temps ainsi que les transformations de Lorentz, ces
dernie`res contenant les rotations de l’espace et les boosts. Le sous-ensemble
des transformations conservant l’orientation de l’espace forme, apre`s exclu-
sion des translations, un sous-groupe qui peut eˆtre repre´sente´ par le groupe
SO(3, 1) des matrices re´elles, 4 × 4, orthogonales et de de´terminant 1, la
notation (3, 1) faisant re´fe´rence a` la pre´servation de la me´trique minkows-
kienne contenant trois - et un +. Ce groupe est appele´ le groupe des trans-
formations propres de Lorentz. On repre´sente ainsi une transformation de
l’espace-temps (ici une transformation propre de Lorentz) par la transfor-
mation d’un objet (ici un quadri-vecteur) : x′µ = Λµνx
ν , avec Λ ∈ SO(3, 1).
Or la fide´lite´ de la repre´sentation (condition d’homomorphisme) repose sur
la loi de multiplication du groupe (ici SO(3, 1)), elle meˆme de´termine´e par
l’alge`bre de Lie de ce groupe. Caracte´risons donc cette alge`bre.
Elle admet pour ge´ne´rateurs, J1, J2, J3 : les trois ge´ne´rateurs de rotations
et K1,K2,K3 : les trois ge´ne´rateurs de boosts.
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J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 ; J2 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 ; J3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0


K1 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; K2 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ; K3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 .
Les relations de commutation entre ces ge´ne´rateurs sont les suivantes :

[Ji, Jj ] = iǫijkJk
[Ji,Kj ] = iǫijkKk
[Ki,Kj ] = iǫijkJk.
(4.1)
En posant, 

Li =
1
2
(Ji +Ki)
Ri =
1
2
(Ji −Ki),
(4.2)
on a : 

[Li, Lj ] = iǫijkLk
[Ri, Rj ] = iǫijkRk
[Li, Rj ] = 0.
(4.3)
On construit ainsi deux jeux de matrices Li et Ri permettant de ge´ne´rer
l’alge`bre de Lie de SO(3, 1), ve´rifiant l’e´quation 2.2 et commutant l’un avec
l’autre. On peut donc repre´senter les transformations propres de Lorentz
par SUL(2) ⊗ SUR(2). Chaque groupe SU(2) engendre une repre´sentation
e´tiquete´e par un entier ou demi-entier qu’on notera ici j1 et j2. La repre´-
sentation la plus simple est celle de spin 0 (j1 = j2 = 0) : elle correspond a` la
transformation des scalaires. La suivante, qui est celle qui nous inte´resse est
celle de spin 12 : soit j1 =
1
2 et j2 = 0 et la repre´sentation est note´e (
1
2 ; 0), soit
j1 = 0 et j2 =
1
2 : la repre´sentation est alors note´e (0;
1
2). Elles correspondent
aux transformations des spineurs de spin 12 . Les repre´sentations (
1
2 ; 0) et
(0; 12) ne sont pas e´quivalentes : elles sont e´change´es l’une en l’autre par
re´flexion des trois axes d’espace, c’est-a`-dire par parite´.
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Soient O1 et O2 deux observateurs inverse´s spatialement (c’est-a`-dire
transforme´s l’un en l’autre par parite´). Si O1 attribue a` un objet un spineur
se transformant sous (12 ; 0), alors O2 attribuera a` cet objet un spineur se
transformant sous (0; 12) : si O1 voit un spineur gauche ΨL, O2 voit un
spineur droit ΨR. Ceci explique les noms gauche et droit donne´ aux jeu de
transformations Li et Ri. On note que ces deux jeux de transformations sont
transforme´s l’un en l’autre par parite´ [41].
4.2.2 Transformation chirale
Lorsque l’observateur O1 voit un spineur gauche, on dit aussi qu’il voit
un champ de chiralite´ gauche. La chiralite´ d’une particule est ainsi de´finie
comme la repre´sentation du groupe des transformations propres de Lorentz :
la repre´sentation (12 ; 0) correspond a` une chiralite´ gauche et (0;
1
2) a` une
chiralite´ droite.
Re´e´crivons la partie fermionique du lagrangien de QCD en terme des
champs de chiralite´ gauche et droite [42], [43]. On se restreindra a` deux
saveurs de quarks u et d. Ainsi, Ψ comportera deux composantes d’isospin :
Ψ =
(
u
d
)
, (4.4)
ou` u et d peuvent eˆtre de´compose´s en deux spineurs L et R dans la repre´sen-
tation de Weyl : u =
(
uL
uR
)
et d =
(
dL
dR
)
.
On construit des champs de chiralite´ gauche et droite a` partir de Ψ en
utilisant les projecteurs PL et PR :
ΨL = PLΨ =
1− γ5
2
Ψ, ΨR = PRΨ =
1 + γ5
2
Ψ (4.5)
avec γ5 = iγ
0γ1γ2γ3. On ve´rifie, en effet, que ΨL =


uL
0
dL
0

.
En utilisant les proprie´te´s des projecteurs : PR + PL = 1 ; PRPL = 0 et
P 2R = PR on obtient l’e´galite´ Ψ = ΨR + ΨL ce qui permet de re´e´crire la
partie fermionique du lagrangien de QCD :
Lferm = Ψ¯(iγµ∂µ − mˆ)Ψ = iΨ¯Lγµ∂µΨL + iΨ¯Rγµ∂µΨR
−Ψ¯RmˆΨL − Ψ¯LmˆΨR, (4.6)
avec mˆ =
(
mu 0
0 md
)
.
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Remarquons que cette modification, n’e´tant qu’une re´e´criture, n’affecte
pas l’invariance du lagrangien sous la transformation baryonique :
UV (1) : Ψ→ eiαΨ. (4.7)
On notera qu’ici la conservation du nombre baryonique est respecte´e pour
chaque saveur.
On de´finit alors la transformation chirale comme l’application de deux
e´le´ments diffe´rents du groupe SU(2) aux chiralite´s gauche et droite. C’est
donc une transformation base´e sur le produit tensoriel SUL(2) ⊗ SUR(2).
Les deux transformations en question sont les suivantes :
SUL(2) : ΨL → eiαk
τk
2 ΨL,ΨR → ΨR
SUR(2) : ΨR → eiβk
τk
2 ΨR,ΨL → ΨL (4.8)
avec α1,2,3 et β1,2,3 des parame`tres re´els et τ1,2,3 les matrices de Pauli agis-
sant dans l’espace d’isospin a` deux composantes. Les courants associe´s a` ces
transformations sont respectivement Lµ = Ψ¯LγµΨL et Rµ = Ψ¯RγµΨR. La
syme´trie chirale est respecte´e lorsque le lagrangien est invariant sous cette
transformation. C’est le cas pour Lferm dans la limite ou` mu = md = 0.
Cette limite est appele´e la limite chirale.
Les transformations chirales peuvent eˆtre se´pare´es en deux cate´gories : les
transformations vectorielles et les transformations axiales. Celles-ci s’e´crivent
respectivement :
SUV (2) : Ψ→ eiθk
τk
2 Ψ
SUA(2) : Ψ→ eiηkγ5
τk
2 Ψ.
(4.9)
Les courants associe´s [44] sont cette fois-ci Vµ = Lµ +Rµ = Ψ¯γµΨ et Aµ =
Lµ − Rµ = Ψ¯γµγ5Ψ. On peut donc e´crire SUL(2) ⊗ SUR(2) = SUV (2) ⊗
SUA(2).
Dans le cas ou` l’on a mu = md = m0 mais m0 6= 0, la syme´trie chi-
rale SUL(2) ⊗ SUR(2) = SUV (2) ⊗ SUA(2) est brise´e en SUV (2). En effet,
le lagrangien est alors invariant sous SUV (2) mais pas sous SUA(2). La
syme´trie re´sultante, SUV (2) est la syme´trie d’isospin. Rappelons que c’est
cette dernie`re qui nous a permis pour Nf = 3 de classer les baryons en multi-
plets dans la voie octuple. Au final, et que ce soit pour deux ou trois saveurs,
UV (1)⊗UA(1)⊗SUV (Nf )⊗SUA(Nf ) est brise´ en UV (1)⊗SUV (Nf ), UA(1)
e´tant brise´e par l’anomalie axiale et SUA(Nf ) par le fait que la masse des
quarks est non nulle.
Le respect de SUV (2) implique l’e´galite´ des masses de π
+, π− et π0 : on
pourra de´sormais e´voquer ce triplet en terme d’une seule particule : le me´son
π. Remarquons que le fait que mu soit, en re´alite´, le´ge`rement diffe´rent de
md entraˆıne une petite brisure de SU(2) qui explique la diffe´rence de masse
entre les e´le´ments du triplet de pion. Pour la suite de cette e´tude, on se
placera toujours dans le cas ou` mu = md.
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4.2.3 Brisures explicite et spontane´e
On remarque que c’est le terme de masse qui brise la syme´trie chirale. Si
m0 6= 0, la brisure est explicite, c’est-a`-dire re´alise´e au niveau du lagrangien.
L’autre type de brisure, la brisure spontane´e, apparait lorsque la syme´trie
est respecte´e par le lagrangien mais pas par l’e´tat fondamental. Pour faire
apparaˆıtre une brisure spontane´e, on va contruire un mode`le effectif de la
QCD respectant la syme´trie chirale de manie`re quasi-exacte : m0 aura une
valeur tre`s faible devant les masses hadroniques. Ainsi, la brisure explicite
sera tre`s faible et le principal me´canisme de brisure sera spontane´. On verra
que le parame`tre d’ordre associe´ a` cette brisure est le condensat de quark
< q¯q >.
4.3 Conclusion
Les ingre´dients a` notre disposition pour construire un mode`le effectif sont
donc la transition de phase chirale et les quarks comme degre´s de liberte´ du
syste`me. On contruira donc un lagrangien qui posse`de la syme´trie chirale
et qui introduit une interaction effective, ceci posant les bases du mode`le
Nambu–Jona-lasinio. On pourrait aussi fabriquer un mode`le base´ sur les
degre´s de liberte´ σ et π comme c’est le cas des mode`les sigma-line´aire et
sigma-non-line´aire [45, 46] ou encore un mode`le me´langeant les deux ap-
proches [47].
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Chapitre 5
Les bases du mode`le
Nambu–Jona-Lasinio
Nous pre´senterons dans ce chapitre les bases du mode`le Nambu–Jona-
Lasinio (NJL) [48, 49], en particulier le lagrangien de la the´orie et l’approxi-
mation de champ moyen utilise´e [50, 51].
5.1 Le lagrangien de NJL
Le lagrangien de NJL est un lagrangien effectif dont le but est de de´crire
les interactions fortes a` basse e´nergie en supposant les gluons gele´s ren-
dant l’interaction entre quarks ponctuelle comme illustre´ sur la figure 5.1.
Il est construit de manie`re a` de´crire la syme´trie chirale qui est le facteur
de´terminant pour e´tudier la physique hadronique a` basse e´nergie. Dans toute
l’e´tude suivante, nous nous limiterons a` deux saveurs pour les quarks : up
et down. En posant, par soucis de concision, Ψ =
(
u
d
)
avec u et d les
champs de quarks u et d, l’expression du lagrangien du mode`le NJL est la
suivante :
LNJL = Ψ¯(i∂/−m0)Ψ +G[(Ψ¯Ψ)2 + (Ψ¯iγ5~τΨ)2] (5.1)
Fig. 5.1 – On transforme l’e´change d’un gluon de tre`s courte porte´e en une
interaction ponctuelle en NJL.
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avec G une constante re´elle appele´e constante de couplage, m0 la masse des
quarks libres (on supposera toujours la limite d’isospin exacte : mu = md =
m0) et ~τ = (τ1, τ2, τ3).
On montrera par la suite que le terme (Ψ¯Ψ)2, correspondant a` une inter-
action a` quatre quarks, donne lieu a` l’e´change d’un e´tat quasi-lie´ ou re´sonant
isoscalaire de nombres quantiques JPC = 0++ identifie´ au mode σ lors de la
diffusion quark-antiquark (J , P et C correspondant respectivement au spin,
a` la parite´ et a` la charge du mode en question). Le terme (Ψ¯iγ5~τΨ)
2 corres-
pond, quant a` lui, a` l’e´change d’un mode isovectoriel de nombres quantiques
JPC = 0−+ identifie´ au pion. Le premier terme rend donc compte d’un
vertex scalaire-isoscalaire et le second d’un vertex pseudoscalaire-isovecteur
[52]. Notons que le terme d’interaction est invariant chiral.
On remarque e´galement que l’interaction pre´sente dans le lagrangien est
une interaction de contact. Cela aura pour conse´quence de rendre le lagran-
gien non-renormalisable : la re´gularisation s’effectuera en coupant les impul-
sions supe´rieures a` une e´chelle Λ. Cette coupure de l’interaction a` hautes
impulsions est une manie`re brutale de rendre compte du re´gime de liberte´
asymptotique. Enfin, la syme´trie de couleur qui e´tait une syme´trie locale en
QCD, devient ici une syme´trie globale ce qui conduit a` l’absence de confi-
nement dans le mode`le NJL. Toutefois, pour de´crire le secteur me´sonique
le´ger a` faibles tempe´ratures, le confinement n’est pas absolument ne´cessaire
et la prise en compte de la syme´trie chirale peut suffire.
On construit ainsi un mode`le qui permet d’e´tudier la brisure spontane´e
de la syme´trie chirale ainsi que ses conse´quences telle que la ge´ne´ration
dynamique de la masse des quarks. Cette ge´ne´ration de la masse des quarks
par l’interaction est, en effet, ne´cessaire pour satisfaire l’image d’un nucle´on
constitue´ de trois quarks, la masse du nucle´on, proche d’1 GeV, e´tant tre`s
e´loigne´e de trois fois la masse m0.
5.2 L’influence du champ moyen
On a ainsi introduit le lagrangien du mode`le NJL. Il s’agit de´sormais de
de´crire la manie`re dont l’interaction donne une grande masse effective aux
quarks.
5.2.1 L’e´quation de Dyson dans le mode`le NJL
Afin de calculer la polarisation des quarks pour pouvoir expliquer l’appa-
rition d’une masse effective ou masse habille´e par l’interaction, introduisons
la self-energy Σ (aussi appele´e ope´rateur de masse dynamique) compose´e
de tous les diagrammes a` deux pattes externes. On omettra les indices de
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Fig. 5.2 – Diagrammes exclus dans la self-energy propre.
couleur. Si S0(p) est le propagateur causal du quark libre,
S0(p) =
1
p/−m0 + iǫ (5.2)
avec m0 la masse du quark nu et p sa quadri-impulsion et si S(p) est le pro-
pagateur causal du quark habille´, on a la relation suivante, appele´e e´quation
de Dyson :
S(x, y) = S0(x, y) +
∫
S0(x, z)Σ(z)S0(z, y)dz. (5.3)
qu’on peut noter de manie`re simplifie´e :
S = S0 + S0ΣS0. (5.4)
Il est plus commode d’introduire la self-energy propre Σ∗ correspondant
aux diagrammes ne pouvant pas eˆtre se´pare´s en deux parties non connexes
par la coupure d’une seule ligne fermionique. Par exemple, les diagrammes
de la Fig. 5.2 sont exclus car ils peuvent eˆtre se´pare´s en deux parties non
connexes par ce simple type de coupure. Remarquons que, pour bien vi-
sualiser les diagrammes, en particulier pour se´parer les termes directs et
d’e´change, on a repre´sente´ l’interaction par une ligne de type gluon. Cette
interaction est en fait ponctuelle dans le mode`le NJL.
On a le de´veloppement suivant : Σ = Σ∗ + Σ∗S0Σ
∗ + Σ∗S0Σ
∗S0Σ
∗ + ...
d’ou` la relation S = S0 + S0Σ
∗S0 + S0Σ
∗S0Σ
∗S0 + ... et d’ou`
S = S0 + S0Σ
∗S (5.5)
i.e.
S−1 = S−10 − Σ∗. (5.6)
L’expression S = S0 + S0Σ
∗S est repre´sente´e sur la Fig. 5.3, les lignes fines
correspondant a` S0, les lignes e´paisses a` S et le disque a` Σ
∗.
Pour calculer Σ∗, certaines approximations sont indispensables.
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Fig. 5.3 – Formulation diagrammatique de l’e´quation de Dyson. L’expression
S = S0+S0Σ
∗S est repre´sente´e sur la Fig. 5.3, les lignes fines correspondant
a` S0, les lignes e´paisses a` S et le disque a` Σ
∗.
5.2.2 L’approximation de Hartree-Fock
En premie`re approximation, la self-energy propre peut se re´duire a` la
contribution de premier ordre Σ∗1 :
(5.7)
L’approximation de Hartree-Fock, moins radicale, consiste a` prendre en
compte les polarisations des lignes fermioniques des diagrammes de la fi-
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gure pre´ce´dente. D’ou` le de´veloppement suivant :
(5.8)
Ce qui peut se re´sumer graˆce a` 5.5 par l’e´quation suivante :
(5.9)
Le premier terme est appele´ terme direct ou terme de Hartree et le deuxie`me,
terme d’e´change ou terme de Fock. On a ope´re´ une approximation de champ
moyen : la propagation du quark est affecte´e par le champ moyen cre´e´ par
les polarisations.
5.2.3 Calcul de la self-energy dans l’approximation de Hartree-
Fock
Nous avions, par soucis de clarte´, de´veloppe´ les lignes de gluons pour
tracer les diagrammes pre´ce´dents. Replac¸ons-nous de´sormais dans le cadre
strict du mode`le NJL. Les interactions entre quarks sont maintenant ponc-
tuelles, les propagateurs de gluons dans 5.9 sont alors re´duits a` un point ce
qui permet de re´e´crire l’e´quation de la Fig.5.3, que ce soit pour le terme de
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Hartree ou de Fock, de la manie`re suivante :
(5.10)
La self-energy permet d’e´tablir le lien entre le propagateur libre S0 et le
propagateur habille´ S. Pour e´tablir ce lien, on de´compose le hamiltonien de
la the´orie H en deux contributions : le hamiltonien libre H0 et le hamilto-
nien d’interaction : HI : H = H0 +HI . On de´finit | 0〉 comme e´tant l’e´tat
fondamental du hamiltonien libre H0 et | Ω〉 comme l’e´tat fondamental du
hamiltonien total H.
Le propagateur libre entre deux points d’espace-temps x et y s’e´crit alors
S0 = −i〈0 | T (Ψ(x)Ψ(y)) | 0〉 avec T l’ope´rateur d’arrangement temporel.
Le propagateur habille´ s’e´crit quant a` lui : S = −i〈Ω | T (Ψ(x)Ψ(y)) | Ω〉.
On montre que [53] :
S = −i〈Ω | T (Ψ(x)Ψ(y)) | Ω〉 = −i〈0 | T (Ψ(x)Ψ(y) exp{−i
∫
dtHI(t)}) | 0〉
(5.11)
ce qui nous permettra de relier S a` S0. Seuls les diagrammes connecte´s sont
pris en compte dans le membre de gauche. On a HI = −
∫
d3xLI avec LI le
lagrangien d’interaction qui dans le mode`le NJL s’e´crit, d’apre`s l’e´quation
5.1 :
LI(z) = GΨ¯(z)ΓΨ(z)Ψ¯(z)ΓΨ(z) (5.12)
Γ correspondant au vertex de l’interaction : Γσ = 1 pour l’interaction scalaire
et Γπ = iγ5~τ pour l’interaction pseudoscalaire.
L’approximation de Hartree-Fock consiste a` appliquer un de´veloppement
limite´ a` l’exponentielle dans 5.11. Le premier terme du de´veloppement donne
S0. Le second terme, correspondant au de´veloppement de la self-energy au
premier ordre Σ∗1 illustre´ Fig. 5.7, donne :
G〈0 | T
∫
d4zΨα(x)Ψβ(y)Ψγ(z)Γ
γδΨδ(z)Ψǫ(z)Γ
ǫλΨλ(z) | 0〉. (5.13)
En utilisant les contractions de Wick, quatre termes apparaissent. Le premier
s’e´crit :
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G〈0 | T
∫
d4zΨα(x)Ψβ(y)Ψγ(z)Γ
γδΨδ(z)Ψǫ(z)Γ
ǫλΨλ(z) | 0〉 (5.14)
ce qui donne iGS0(x, z)ΓS0(z, y) Tr(ΓS0) avec Tr la trace sur les indices de
couleur, de saveur et spinoriels : c’est le terme de Hartree ou terme direct.
Un deuxie`me terme donne le meˆme re´sultat et les deux derniers donnent :
−iGS0(x, z)ΓS0(z, z)ΓS0(z, y) : c’est le terme de Fock ou terme d’e´change.
On a donc de´veloppe´ S a` l’ordre 1 sous la forme :
S = S0 + S0(x, z)Σ
∗
1S0(z, y). (5.15)
On a en effet :
S = S0 + 2iGS0(x, z)ΓS0(z, y) Tr(ΓS0)− 2iGS0(x, z)ΓS0(z, z)ΓS0(z, y).
(5.16)
D’ou`, par identification,
Σ∗1 = 2iG[ΓTr(ΓS0)− ΓS0Γ]. (5.17)
Pour obtenir Σ∗ correspondant a` l’approximation de Hartree-Fock, on prend
en compte les polarisations des lignes fermioniques, ce qui revient a` rempla-
cer dans l’e´quation pre´ce´dente S0 par S :
Σ∗ = 2iG[ΓTr(ΓS)− ΓSΓ]. (5.18)
La self-energy correspondant au vertex scalaire (Ψ¯Ψ)2 vaut donc :
Σs = 2G [Tr(iS(z, z))− iS(z, z)] , (5.19)
et celle associe´e au vertex pseudoscalaire (Ψ¯iγ5~τΨ)
2 :
Σps = 2G[iγ5~τ Tr(iS(z, z))iγ5~τ − iγ5~τ iS(z, z)iγ5~τ ]. (5.20)
On constate que Σ est constant car l’invariance par translation du propa-
gateur implique que S(x, y) = S(x− y). En effectuant certaines approxima-
tions, on obtient donc une self-energy inde´pendante de l’impulsion p, ce qui
permet d’apre`s 5.6 d’e´crire S sous la forme :
S(p) =
1
p/−m+ iǫ (5.21)
en posant :
m = m0 +Σ
∗. (5.22)
On en de´duit, en de´veloppant S dans l’espace des impulsions et en uti-
lisant les proprie´te´s de la trace et des matrices γ :
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Σ∗ = Σs +Σps = 2iG
(
NcNf +
~τ2 − 1
4
)∫
d4p
(2π)4
4m
p2 −m2 + iǫ , (5.23)
c’est a` dire
Σ∗ = 2iG
(
NcNf +
1
2
)∫
d4p
(2π)4
4m
p2 −m2 + iǫ (5.24)
Nc etNf e´tant les dimensions respectives des espaces de couleur et de saveur.
On obtient ainsi l’expression de la masse habille´e du quark m en fonc-
tion de sa masse nue m0 et de la self-energy Σ
∗. Cette relation est appele´e
e´quation du gap par analogie avec le gap supraconducteur. Il s’agit main-
tenant de de´velopper Σ∗ afin d’obtenir une expression calculable de cette
e´quation.
5.2.4 L’e´quation du gap
De´sormais, on ne´gligera la contribution du terme d’e´change (le terme
1
2
dans 5.24). Cette approximation se justifie par le fait que les termes direct
et d’e´change sont proportionnels : ils sont obtenus l’un par l’autre graˆce aux
transformations de Fierz (voir Annexe A). On peut donc ne´gliger l’un des
deux et re´ajuster la constante de couplage G pour compenser l’ope´ration.
On obtient alors :
Σ∗ = 2iGNcNf
∫
d4p
(2π)4
4m
p2 −m2 + iǫ . (5.25)
On a p2 −m2 + iǫ = (p0 − Ep + iǫ
2Ep
)(p0 + Ep − iǫ
2Ep
) avec Ep =
√
~p 2 +m2.
Donc en inte´grant sur un contour du plan complexe entourant un poˆle et
colle´ a` l’axe re´el puis en appliquant le the´ore`me des re´sidus dans la limite
ou` la taille du contour tend vers l’infini, on obtient :∫
dp0
(2π)
1
p2 −m2 + iǫ =
−i
2Ep
. (5.26)
On sous-entendra la prescription +iǫ dans toutes les inte´grales suivantes.
On a :
Σ∗ = 2iGNcNf
∫
d3p
(2π)3
−4im
2Ep
. (5.27)
On en de´duit l’e´quation suivante :
m−m0 = 8mGNcNf
∫
d3p
(2π)3
1
2Ep
. (5.28)
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Cette e´quation est appele´e e´quation du gap par analogie avec l’e´tude des
supraconducteurs. Elle permet de calculer la valeur de la masse habille´ du
quark m a` partir de la masse nue m0, cette masse est ge´ne´re´e dynamique-
ment par les interactions par opposition a` m0 qui provient d’un terme du
lagrangien.
Enfin, pour pallier la non-renormalisabilite´ du mode`le NJL on proce`de a`
une coupure dans l’inte´grale sur l’impulsion tridimensionnelle. Ainsi, toutes
les inte´grales divergentes qui seront calcule´es le seront de ze´ro a` une valeur Λ.
On conside`re par cette coupure que les quarks de grandes impulsions appar-
tiennent au re´gime de liberte´ asymptotique. On obtient alors une expression
permettant de calculer m :
m = m0 +
12G
π2
m
∫ Λ
0
p2dp√
p2 +m2
. (5.29)
On e´tudiera en de´tail la sensibilite´ des re´sultats par rapport a` la valeur de
Λ.
Le calcul de la masse habille´e permet d’acce´der a` la valeur d’un pa-
rame`tre essentiel pour l’e´tude de la transition chirale : le condensat de
quarks. On verra qu’avec des parame`tres usuels, la masse du quark se rap-
proche du tiers de la masse du nucle´on, satisfaisant l’image du nucle´on
constitue´ de trois quarks effectifs.
5.2.5 Le condensat de quarks
Comme on a pu le voir, la masse des quarks entraˆıne une brisure de
syme´trie chirale. La faible masse m0 est pre´sente dans le lagrangien dans le
terme couplant les champs de chiralite´s diffe´rentes, elle entraˆıne donc une
le´ge`re brisure explicite de la syme´trie chirale. La masse habille´e m, quant
a` elle, caracte´rise l’e´tat fondamental seulement : elle n’apparaˆıt pas dans
le lagrangien. Lorsqu’elle prend une valeur e´leve´e (de l’ordre des e´nergies
hadroniques c’est-a`-dire quelques centaines de MeV), il y a brisure spontane´e
de la syme´trie chirale.
Comme e´voque´ pre´ce´demment, le parame`tre d’ordre qui permet de quan-
tifier la brisure de syme´trie chirale est le condensat de quarks dont l’expres-
sion est la suivante [54] :
< q¯q >= −i lim
x→y
< 0|T q¯(x)q(y)|0 >= −iTr(S(x, x))
Nf
, (5.30)
avec Nf , le nombre de saveur, ici e´gal a` 2, ce qui donne :
< q¯q >= −m−m0
4G
. (5.31)
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Il prend une valeur faible, voire une valeur nulle a` la limite chirale (m0 = 0),
dans le plasma de quarks et de gluons ou` la syme´trie chirale est respecte´e et
une valeur e´leve´e (< q¯q >1/3≈ −220 MeV) dans la matie`re hadronique ou`
la syme´trie est brise´e spontane´ment.
Ce condensat peut eˆtre vu comme la conse´quence que le vide (l’e´tat
fondamental) n’est pas perturbatif et que les quarks habille´s sont des modes
collectifs. Ainsi, les quarks habille´s forment les degre´s de liberte´ effectif de la
the´orie par opposition aux quarks nus qui constituent les degre´s de liberte´
nus. Le vide non-perturbatif qui correspond a` un domaine de syme´trie brise´e
est, en effet, peuple´ de paires quark-antiquark assimile´es au condensat. La
propagation d’un quark dans ce vide non-perturbatif subira donc l’influence
de ce condensat.
En re´sume´, en de´veloppant < q¯q >2 au premier ordre, le lagrangien
s’e´crit LCM = q¯(i∂/ − m)q + fluctuations, avec m = m0 + G < q¯q >.
E´tudions de´sormais l’influence de la constante de couplage G sur le mode`le.
5.2.6 Le roˆle de la constante de couplage
Plac¸ons-nous un instant dans la limite chirale : m0=0. L’e´quation 5.29
devient :
1 =
12G
π2
∫ Λ
0
p2dp√
p2 +m2
(5.32)
une fois e´carte´e la solution triviale m = 0. On remarque que le membre de
droite est majore´ par :
12G
π2
∫ Λ
0
p2dp√
p2
=
6GΛ2
π2
. (5.33)
Donc si
6GΛ2
π2
< 1, l’e´quation du gap dans la limite chirale ne comporte pas
de solution autre que la solution triviale. C’est-a`-dire, en notant, GC =
π2
6Λ2
la constante de couplage critique : si G < GC , il n’y a pas de solution
non-nulle a` l’e´quation du gap. La masse habille´e prend donc une valeur
nulle. Il n’y a pas de brisure spontane´e de la syme´trie chirale. C’est donc
seulement lorsque la constante de couplage est grande que l’interaction entre
les quarks est suffisamment forte pour qu’il y ait appariemment des quarks
et formation du condensat. C’est seulement dans ce cas que la forte valeur
de l’interaction cre´e une polarisation du quark lors de sa propagation et lui
donne une masse habille´e e´leve´e. On est dans le re´gime ou` le condensat et
la masse habille´e prennent une grande valeur ce qui caracte´rise une brisure
spontane´e de syme´trie chirale. Le diagramme 5.4 donne l’allure de la masse
habille´e en fonction de la constante de couplage. m prend une valeur nulle
si G < GC et une valeur non-nulle si G > GC . On verra, par la suite, que la
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Fig. 5.4 – Masse habille´e en fonction de la constante de couplage
tempe´rature et la densite´ e´crantent l’interaction et tendent donc a` restaurer
la syme´trie chirale.
5.2.7 Conclusion
En reliant, graˆce a` l’e´quation de Dyson, la propagation du quark avec
interaction a` sa propagation sans interaction et en se plac¸ant dans l’approxi-
mation de Hartree-Fock, on a pu aboutir a` ”l’e´quation du gap” donnant la
relation entre la masse du quark habille´ par l’interaction m et sa masse nue
m0. Voyons, maintenant, comment les me´sons sont de´crits dans le mode`le
NJL.
5.3 Calcul des quantite´s me´soniques
Les me´sons sont introduits en tant qu’e´tats lie´s ou re´sonants d’un quark
et d’un antiquark. Nous allons pre´senter le formalisme utilise´ en nous restrei-
gnant au cas du pion.
5.3.1 Le me´son π
Lorsqu’une syme´trie continue est brise´e spontane´ment, une nouvelle par-
ticule sans masse apparait dans le spectre des excitations possibles. Le
me´canisme de brisure est appele´ me´canisme de Goldstone et la nouvelle
particule est le ”boson de Goldstone”. Ici, la syme´trie en question est la
syme´trie chirale. Elle est le´ge`rement brise´e explicitement ce qui donne une
le`ge`re masse au boson de Goldstone. Cette approche permet de donner une
interpre´tation de la le´ge`rete´ du pion (compare´ a` son partenaire chiral le
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Fig. 5.5 – E´change d’un pion.
me´son σ de masse mσ ≈ 2m ≈ 650 MeV) vu comme le boson de Goldstone
associe´ a` la brisure de la syme´trie chirale.
Pour pre´senter d’une fac¸on intuitive le formalisme, nous allons comparer
le mode`le NJL ne comportant que des quarks a` un mode`le effectif dont les
me´sons sont aussi des degre´s de liberte´ fondamentaux. Un tel mode`le doit
contenir le lagrangien d’interaction q¯qπ suivant :
Lπqq = igπqqΨ¯(x)γ5~τ .~πΨ(x) (5.34)
avec ~τ = (τ1, τ2, τ3) et ~π = (π1, π2, π3). On pose : π
± =
1√
2
(π1 ∓ iπ2) et
τ± =
1√
2
(τ1 ± iτ2) d’ou` ~τ .~π = τ+π+ + τ−π− + τ3π3. Ce terme de couplage
donne la possibilite´ a` un boson vecteur de se propager lors de la diffusion
d’un quark sur un antiquark. Le diagramme pre´sente´ sur la Fig. 5.5 illustre
l’e´change d’un π+. Il repre´sente le terme suivant si l’on enle`ve les pattes
externes, k e´tant le moment transfe´re´ :
iU(k2) = iγ5τ
−
−ig2πqq
k2 −m2π
iγ5τ
+. (5.35)
Identifions ce terme avec son e´quivalent dans le mode`le NJL. Pour cela,
conside´rons, Πps la polarisation a` l’ordre le plus bas dans le canal pseudos-
calaire [55]. Elle s’exprime en fonction du propagateur du quark S(p) :
1
i
Πps(k
2) = −
∫ Λ
0
d4p
(2π)4
Tr
[
iγ5τ
−iS(p+ k/2)iγ5τ
+iS(p− k/2)] (5.36)
et correspond au diagramme de la Fig. 5.6 :
Dans le mode`le NJL, c’est l’interaction dans le canal pseudoscalaire qui
est identifie´e a` l’e´change d’un pion [56]. L’amplitude de cette interaction est
calcule´e dans l’approximation des boucles (e´galement appele´e approximation
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1
iΠps(k
2) = iγ5τ
− iγ5τ+
Fig. 5.6 – Polarisation dans le canal pseudoscalaire.
≃ +...++>
Fig. 5.7 – Approximation de boucles.
des rings), en sommant une infinite´ de termes faisant intervenir Πps(k
2) :
iU(k2) = iγ5τ
−
[
2iG+ 2iG
(
1
i
Πps(k
2)
)
2iG
+2iG
(
1
i
Πps(k
2)
)
2iG
(
1
i
Πps(k
2)
)
2iG+ ...
]
iγ5τ
+ (5.37)
ce qui est illustre´ sur la figure 5.7. L’expression pre´ce´dente se simplifie :
iU(k2) = iγ5τ
−
[
2iG
1− 2GΠps(k2)
]
iγ5τ
+. (5.38)
Or, k2 = m2π est un poˆle de iU(k
2) d’apre`s 5.35 donc 1−2GΠps(m2π) = 0. En
de´veloppant 1− 2GΠps(k2) au premier ordre autour de k2 = m2π, on obtient
alors :
1− 2GΠps(k2) = 0 + (k2 −m2π)(−2G)
∂Πps
∂k2
|k2=m2pi (5.39)
d’ou` par identification avec 5.35,
g2πqq =
∂Πps
∂k2
−1
|k2=m2pi . (5.40)
On de´crit donc la propagation du pion comme la somme de diagrammes
a` boucle calcule´s dans le mode`le NJL ce qui permet d’obtenir une expres-
sion de la constante de couplage effective en fonction de la polarisation des
quarks, c’est-a`-dire en fonction de donne´es du mode`le NJL. Ceci permet
donc d’introduire dans ce mode`le la description du couplage des quarks a`
un boson vecteur. Cette approche va nous permettre de calculer la masse
des me´sons π et σ en utilisant l’e´quation Re[1−2GΠps(k2 = mπ,σ)] = 0. On
verra que ce proce´de´ sera utilise´ seulement a` tempe´rature et densite´ nulles.
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5.3.2 Calcul de mπ et de mσ
On identifie l’e´quation k2 = m2π a` 1 − 2GΠps(k2) = 0. Cette dernie`re
e´quation nous permettra donc de trouver la masse du pion. En utilisant les
proprie´te´s de la trace on obtient a` partir de 5.36 :
1
i
Πps(k
2) = −4NcNf
∫ Λ
0
d4p
(2π)4
m2 − p2 + k2/4
[(p+ k/2)2 −m2][(p− k/2)2 −m2] . (5.41)
On en de´duit :
1
i
Πps(k
2) = 4NcNf
∫ Λ
0
d4p
(2π)4
1
p2 −m2 − 2NcNfk
2I2(k
2) (5.42)
avec I2(k
2), appele´e inte´grale de boucle, ayant pour expression [57] :
I2(k
2) =
∫ Λ
0
d4p
(2π)2
1
[(p+ k/2)2 −m2][(p− k/2)2 −m2] . (5.43)
D’apre`s 5.24, on a :
m = m0 + 8iGNcNfm
∫ Λ
0
d4p
(2π)4
1
p2 −m2 , (5.44)
ce qui, combine´ avec 5.42, permet d’e´crire :
1− 2GΠps(k2) = m0
m
+ 4iGNcNfk
2I2(k
2). (5.45)
D’ou` en posant k2 = m2π,
m2π = −
m0
m
1
4iGNcNfI2(m2π)
. (5.46)
On remarque qu’on obtient bien une masse nulle pour le pion a` la limite
chirale (m0 = 0) ce qui confirme la description du pion en tant que boson
de Goldstone associe´ a` la brisure de la syme´trie chirale. On calcule I2(k
2)
en inte´grant sur un contour du plan complexe. On obtient :
I2(k0,~k) = −i
∫ Λ
0
d3~p
(2π)32Ep
[
1
k20 + 2~p.
~k − 2k0Ep
+
1
k20 − 2~p.~k + 2k0Ep
]
,
(5.47)
d’ou`
I2(ω,~0) = −i
∫ Λ
0
d3~p
(2π)3Ep
(
1
ω2 − 4E2p
)
. (5.48)
On fera, de plus, l’approximation suivante : I2(m
2
π) ≈ I2(0).
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On obtient la masse du meson σ en reproduisant les calculs pre´ce´dents
dans le cas du mode scalaire, ce qui donne
m2σ = −
m0
m
1
4iGNcNfI2(m2σ)
+ 4m2. (5.49)
Le calcul de l’inte´grale de boucle fait ici intervenir des ambiguite´s de re-
normalisation issues de la re´gularisation par cutoff [58]. Ces ambiguite´s
inhe´rentes au mode`le NJL ne seront pas de´taille´es ici.
Une autre quantite´ calculable graˆce a` cette approche est la constante de
de´sinte´gration du pion fπ.
5.3.3 Calcul de fπ
La constante de de´sinte´gration du pion est calcule´e a` partir de l’e´le´ment
de matrice du courant axial-vecteur pris entre les e´tats ”vide” et ”un pion” :
〈0 | Aµ | Π〉 ce qui donne de manie`re diagrammatique :
iγµγ5
τ i
2 <
(5.50)
On en de´duit la relation suivante :
ikµfπδ
ij = −
∫ Λ
0
d4p
(2π)4
Tr
[
iγµγ5
τ i
2
iS(p+ k/2)igπqqγ5τ
jiS(p− k/2)
]
(5.51)
d’ou`, en approximant I2(k
2) a` I2(0), f
2
π = −4iNcm2I2(0). En combinant
cette e´quation avec 5.46, on obtient l’e´quation de Gell-Mann-Oakes-Reiner
(GOR) qui est un re´sultat obtenu au premier ordre en QCD :
m2πf
2
π = −2m0〈q¯q〉. (5.52)
Ceci rend le mode`le NJL satisfaisant, au sens ou` l’on retrouve a` la fois le
the´ore`me de Goldstone et la relation GOR.
Pour illustrer, cette fois avec des quantite´s me´soniques, la brisure spon-
tane´e de la syme´trie chirale, on peut fabriquer un mode`le en terme de champs
me´soniques. On construit alors un potentiel effectif de´pendant des champ
σ et π et prenant la forme d’un chapeau mexicain lors de la brisure de
syme´trie voir figure 5.8 extraite de [59]. Le cercle au fond du ”chapeau” a
pour e´quation σ2 + π2 = f2π . Son rayon a donc pour valeur fπ qui consti-
tue ainsi un parame`tre associe´ a` la brisure de syme´trie chirale : il est nul
si la syme´trie est restaure´e et non-nul si la syme´trie est brise´e. Ce rayon
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Fig. 5.8 – Potentiel effectif de syme´trie chirale [59].
est e´galement associe´ a` la valeur que prend le condensat, on retrouve le fait
qu’en cas de brisure de syme´trie, le condensat prend une valeur non-nulle.
Enfin, le mode de Goldstone est associe´ aux fluctuations longitudinales, soit
aux de´placements le long du cercle. On retrouve, ici, le fait que ces fluctua-
tions se font sans variations de potentiel (meˆme altitude le long du cercle)
et sont donc associe´es a` un mode non-massique.
Voyons de quelle manie`re ces diffe´rentes quantite´s sont modifie´es lorsque
l’on fait varier les parame`tres du mode`le.
5.3.4 Choix et influence des parame`tres
Le mode`le comporte trois parame`tres : m0, G et Λ. On fixe ces pa-
rame`tres afin de retrouver les valeurs expe´rimentales (ou obtenues lors des
calculs sur re´seau) des quantite´s suivantes : mπ = 139 MeV, fπ = 93.3 MeV
et < q¯q >
1
3 entre −230 et −250 MeV. On impose e´galement que ces pa-
rame`tres prennent des valeurs raisonnables : Λ < 2 GeV et m0 ≈ mu. Un
jeu de parame`tres ade´quat est par exemple :


Λ = 602, 5 MeV
m0 = 5, 8 MeV
G = 2, 38/Λ2 ≈ 6, 56 GeV−2.
(5.53)
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Ce qui donne les valeurs suivantes :

< q¯q >
1
3= −245 MeV
mπ = 139 MeV
fπ = 93, 7 MeV.
(5.54)
On peut de´sormais calculer la masse habille´e des quarks : m = 389 MeV.
Cette masse, de l’ordre du tiers de la masse du nucle´on, est en accord avec
la repre´sentation du nucle´on constitue´ de trois ”gros” quarks. D’autres pa-
rame´trisations donnent des valeurs plus proches de 300 MeV. Ces valeurs
ve´rifient de plus la relation de GOR. Cette relation, au meˆme titre que celle
de Goldberger-Treiman, est un re´sultat d’alge`bre des courants, elle reste
donc valable en NJL car c’est une conse´quence des proprie´te´s de syme´trie
que le mode`le NJL conserve de la QCD. On a donc trois parame`tres : m0,
G et Λ qu’on ajuste afin de reproduire les valeurs de trois donne´es : mπ,
fπ et < q¯q >
1
3 et afin de faire des pre´dictions pour deux autres : m et
mσ. E´tudions le comportement des trois donne´es et des deux pre´dictions
lorsqu’on fait varier les parame`tres.
Sur ce premier tableau, on fait varier Λ en laissant G et m0 fixe´s aux
valeurs pre´ce´dentes.
G m0 Λ mπ fπ < q¯q >
1
3 m mσ
6,56 5,8 400 251 10,6 -72,7 15,9 253
6.56 5,8 500 150 41,8 -147 89,4 234
6.56 5,8 602,5 140 93,7 -245 389 791
6.56 5,8 620 143 98,5 -256 448 908
G est en GeV−2 et toutes les autres donne´es sont en MeV. On constate
que lorsque Λ diminue, m et fπ tendent vers ze´ro tandis que les masses des
partenaires chiraux que sont le pion et le sigma se confondent. Cela s’appa-
rente a` la restauration de la syme´trie chirale. Sur le tableau suivant, on fait
varier m0 en laissant G et Λ fixe´s aux valeurs initiales.
G m0 Λ mπ fπ < q¯q >
1
3 m mσ
6.56 0 602,5 0 93,0 -243 377 756
6.56 1 602,5 57,7 93,1 -243 379 760
6.56 3 602,5 100 93,4 -244 383 773
6.56 5 602,5 130 93,6 -244 388 786
6.56 5,8 602,5 140 93,7 -245 389 791
On observe que lorsquem0 augmente,m, fπ, < q¯q >
1
3 etmσ sont quasiment
constants : ils augmentent tre`s le´ge`rement tandis que mπ passe d’une valeur
nulle a` 140 MeV, ceci en accord avec la relation de Gell-Mann-Oakes-Reiner.
Enfin sur ce dernier tableau, on fait varier G en laissant m0 et Λ fixe´s aux
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valeurs initiales.
G m0 Λ mπ fπ < q¯q >
1
3 m mσ
1 5,8 602,5 792 5,9 -74,3 7,4 792
3 5,8 602,5 338 12,0 -97,9 17,1 340
5 5,8 602,5 148 68,0 -204 176 381
6 5,8 602,5 140 88,6 -235 319 652
6.56 5,8 602,5 140 93,7 -245 389 791
On constate que lorsque G diminue, < q¯q >
1
3 , m et fπ diminuent tre`s for-
tement et les valeurs de mπ et de mσ se confondent, signe, encore une fois,
d’une restauration chirale.
Tous les calculs effectue´s jusqu’a` pre´sent l’ont e´te´ a` tempe´rature et po-
tentiel chimique nuls. Dans la section suivant, nous de´taillons l’influence de
la tempe´rature et du potentiel chimique sur le mode`le.
5.4 Introduction de la tempe´rature et du potentiel
chimique
Inte´ressons-nous a` la de´pendance en tempe´rature des masses des quarks
habille´s et des me´sons.
5.4.1 Le formalisme de Matsubara
La physique des milieux e´tudie´s ici, en particulier du QGP, est a` la
frontie`re entre la physique des particules et la physique statistique, elle doit
donc combiner des concepts et des me´thodes des deux domaines. Ainsi on
associe a` des e´le´ments issus de la QCD des e´le´ments de thermodynamique
permettant de rendre compte de l’aspect macroscopique de la physique
nucle´aire. Parmi ces e´le´ments, la tempe´rature tient une place de premier
choix. A` tempe´rature nulle, le propagateur du quark habille´ s’e´crivait :
S(~p, p0) =
1
p/−m. (5.55)
Afin de tenir compte de la tempe´rature, on e´crit ce propagateur dans le for-
malisme de Matsubara i.e. avec une fonction de Green en temps imaginaire
(τ = it) :
S(~x, τ ; ~x ′, τ ′) =
〈−TΨ(~x, τ)Ψ¯(~x ′, τ ′)〉 . (5.56)
avec T le produit chronologique, < A >=
Tr
(
Ae−βH
)
Tr (e−βH)
, β l’inverse de la
tempe´rature et H le hamiltonien du syste`me. Pour les fermions, cette fonc-
tion est antipe´riodique sur un intervalle β :
S(~x− ~x ′, τ − τ ′)|τ−τ ′=0 = −S(~x− ~x ′, τ − τ ′)|τ−τ ′=β (5.57)
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Elle s’e´crit donc de la manie`re suivante en fonction de sa transforme´e de
Fourier :
S(~x− ~x ′, τ − τ ′) = 1
β
∑
n
e−iωn(τ−τ
′)
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
S(~p, ωn)e
i~p.(~x−~x ′) (5.58)
avec ωn = ±(2n + 1)π/β appele´es fre´quences de Matsubara n e´tant un
entier. Avec le meˆme type de raisonnement qu’a` tempe´rature nulle, on e´crit
la fonction de Green pour une particule libre de masse m de la manie`re
suivante :
S(~p, ωn) =
1
p/n −m
(5.59)
avec pn = (~p, iωn).
On a ainsi abandonne´ la variable temporelle et ajoute´ la variable de
tempe´rature. Cette description est ade´quate pour l’e´tude des syste`mes a`
l’e´quilibre et thermalise´s. On supposera ainsi que les diffe´rents milieux ex-
plore´s (phase hadronique, plasma...) respectent ces conditions.
5.4.2 Prise en compte du potentiel chimique
Le potentiel chimique µ est la variable de Legendre associe´e au nombre
de particule N . On ajoute donc un terme µN au lagrangien qui devient :
L = Ψ¯(i∂/ −m)Ψ + µN + G[(Ψ¯Ψ)2 + (Ψ¯iγ5~τΨ)2]. Or, N = Ψ†Ψ = Ψ¯γ0Ψ,
d’ou` L = Ψ¯(i∂/−m+ γ0µ)Ψ. On peut alors re´e´crire le propagateur a` T et µ
non-nuls :
S(p, ωn) =
1
p/n −m+ γ0µ
=
1
γ0(iωn + µ)− ~γ.~p−m. (5.60)
On effectue alors la de´composition suivante :
S(p, ωn) =
p/+m
2Ep
1
iωn − (Ep − µ) +
p˜/−m
2Ep
1
iωn + (Ep + µ)
(5.61)
avec p/ = γ0Ep − ~γ.~p et p˜/ = γ0Ep + ~γ.~p. Le premier terme correspond au
propagateur d’un quark et le second au propagateur d’un antiquark.
La tempe´rature et le potentiel chimique sont ainsi inte´gre´s de fac¸ons
tre`s diffe´rentes au mode`le. Ces modifications ont des re´percussions sur les
relations calcule´es a` partir du mode`le, en particulier sur l’e´quation du gap.
5.4.3 Modification de l’e´quation du gap
Le de´veloppement de l’e´quation du gap faisait intervenir des termes du
type ∫ Λ
0
dp0
2π
1
p2 −m2 =
∫ Λ
0
dp0
2π
(
1
p0 −m −
1
p0 +m
)
1
2Ep
(5.62)
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(voir 5.26). D’apre`s 5.58, on remplace
∫ Λ
0
dp0
2π
par
1
β
∑
n
et p0 par p0 + µ.
On doit donc calculer des termes du genre :
1
β
∑
n
1
iωn − (Ep ± µ) .
En notant, f(x) =
1
1 + eβx
, on montre que :
1
β
∑
n
1
iωn − (Ep ± µ) = f(Ep ± µ). (5.63)
L’e´quation du gap est alors modifie´e de la manie`re suivante :
m−m0 = 8mGNcNf
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
1− f(Ep + µ)− f(Ep − µ)
2Ep
. (5.64)
On retrouve, la meˆme expression qu’a` tempe´rature et potentiel chimique
nuls (voir 5.48) a` part pour le nume´rateur qui valait 1 et qui devient 1 −
f(Ep + µ)− f(Ep − µ).
5.4.4 E´tude de la transition chirale
On peut ainsi calculer l’e´volution de la masse habille´e des quarks en
fonction de la tempe´rature pour diffe´rents potentiels chimiques : voir figure
5.9. On observe, dans les trois cas, une transition entre une phase a` basse
tempe´rature ou` la masse habille´e prend une valeur e´leve´e (autour de 390
MeV) : la phase de syme´trie chirale brise´e et une phase a` haute tempe´rature
ou` m tend vers m0 qui correspond a` la phase de syme´trie chirale restaure´e.
On constate que plus le potentiel chimique est e´leve´, plus la transition s’ef-
fectue brutalement et a` basse tempe´rature : elle apparait autour de 210 MeV
si µ = 0 et autour de 110 MeV pour µ = 300 MeV. On observe e´galement
que la courbe pre´sente une zone multi-value´e pour un potentiel chimique de
360 MeV. C’est le signe d’une transition de phase de premier ordre : deux
solutions me´tastables sont possibles et si l’on force la masse a` eˆtre univalue´e,
la courbe pre´sentera une discontinuite´ en passant abruptement de la solu-
tion de syme´trie brise´e a` la solution de syme´trie restaure´e. Les deux autres
transitions correspondent a` des cross-overs. Ainsi, m ou plus pre´cise´ment le
condensat : < q¯q >=
m−m0
2G
joue bien le roˆle de parame`tre d’ordre pour
la transition chirale. La valeur du condensat est de l’ordre de Λ3QCD lorsque
la syme´trie est brise´e et nulle lorsque la syme´trie est restaure´e.
5.4.5 Modification de l’inte´grale de boucle et de la polarisa-
tion
L’inte´grale de boucle et donc les polarisations scalaire et pseudo-scalaire
sont e´galement modifie´es par l’introduction de la tempe´rature et du potentiel
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Fig. 5.9 – Masse habille´e (en GeV) en fonction de la tempe´rature (en GeV
e´galement) pour trois potentiels chimiques diffe´rents : 0 MeV ; 0, 3 GeV et
0, 36 GeV.
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chimique. Les termes f(Ep ± µ) interviennent e´galement dans le calcul de
l’inte´grale de boucle et donc de la polarisation. On re´e´crit alors l’expression
de I2(ω,~0) :
I2(ω,~0) = −i
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
(
1− f(Ep + µ)− f(Ep − µ)
Ep(ω2 − 4E2p)
)
. (5.65)
D’ou`,
Πps(ω,~0) = −8NcNf
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
(
Ep
ω2 − 4E2p
(1− f(Ep + µ)− f(Ep − µ))
)
(5.66)
et
Πs(ω,~0) = −8NcNf
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
(
1
Ep
E2p −m2
ω2 − 4E2p
(1− f(Ep + µ)− f(Ep − µ))
)
.
(5.67)
On retrouve ici la meˆme modification que dans l’e´quation du gap : le
nume´rateur qui valait 1 devient 1− f(Ep + µ)− f(Ep − µ). De´taillons plus
pre´cise´ment le calcul de l’inte´grale de boucle.
5.4.6 E´valuation de l’inte´grale de boucle par inte´grale de
Cauchy
On distingue deux cas pour effectuer le calcul de I2(ω,~0). Dans le premier
cas, l’inte´grand de I2(ω,~0) ne comporte pas de poˆle, c’est-a`-dire, ω
2 − 4E2p
ne s’annule pas. Cette condition est ve´rifie´e quand ω < 2m et quand ω >
2
√
Λ2 +m2. On calcule alors l’inte´grale de manie`re classique et I2(ω,~0) est
imaginaire pur. Dans le second cas : ω ∈ [2m, 2√Λ2 +m2], l’inte´grand com-
porte un poˆle. On utilise alors le the´ore`me de Sokhatsky-Weierstrass :
lim
ǫ→0+
∫
f(x)
x+ iǫ
dx = −iπf(0) + P
∫
f(x)
x
dx (5.68)
avec P
∫
la valeur principale de Cauchy :
P
∫ b
a
f(x)dx = lim
ǫ→0
[∫ c−ǫ
a
f(x)dx+
∫ b
c+ǫ
f(x)dx
]
. (5.69)
La partie imaginaire de I2(ω,~0) se calcule donc a` l’aide de la partie principale
de Cauchy tandis que la partie re´elle provient du terme −iπf(0) :
Re(I2(ω,~0)) =
−1
16π
(
1− f(ω
2
− µ)− f(ω
2
+ µ)
)√ω2 − 4m2
ω2
. (5.70)
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On peut de´sormais calculer les polarisations des me´sons pour chaque tempe´-
rature et chaque potentiel chimique. Cela nous donne acce`s a` une quantite´
me´sonique dont on peut tirer de nombreuses informations : la fonction spec-
trale.
5.5 Comportement des me´sons a` T et µ non nuls
5.5.1 La fonction spectrale
La fonction spectrale est de´finie comme la partie imaginaire du corre´lateur
courant-courant Π˜(ω, ~q) :
FS(ω, ~q) = Im(Π˜(ω, ~q)) (5.71)
avec un de´veloppement en boucle (ring) de quarks :
Π˜M (ω, ~q) =
∫
< 0|TJM (~x)JM (~0)|0 >≃ Π(ω, ~q)
1− 2G1Π(ω, ~q) . (5.72)
Il s’agit de la fonction spectrale ou` seules les boucles de quarks sont prises en
compte : elle contient donc uniquement le canal de de´sinte´gration en quarks.
Lorsque 1 − 2GΠ = 0, la fonction spectrale diverge, ce qui se traduit par
un pic de Dirac. C’est le cas a` tempe´rature nulle pour le pion : voir figure
5.10. Pour le visualiser, on a rajoute´ artificiellement une tre`s petite partie
imaginaire a` Πps transformant le pic en une fonction tre`s pique´e mais de
hauteur finie. On observe e´galement, en plus du pic de Dirac, un continuum
non-nul au dela` du seuil de de´sinte´gration ω > 2m. La fonction spectrale du
me´son sigma ne pre´sente, quant a` elle, pas de pic de Dirac mais posse`de une
forme qui reste tre`s pique´e.
Sur la figure 5.11, on trace les fonctions spectrales des deux me´sons, a`
T = 0, 3 GeV cette fois. Cette fois-ci, meˆme dans le cas du pion, le pic de
Dirac disparait. Les fonctions spectrales se superposent quasiment exacte-
ment et se retrouvent tre`s e´largies. Les masses des me´sons sont, en effet,
largement supe´rieures a` 2m : on ne peut donc plus conside´rer ces me´sons
comme des e´tats lie´s ou quasi-lie´s. Nous verrons la forme que prennent les
fonctions spectrales a` µ 6= 0 lors de la comparaison entre les mode`les NJL
et PNJL en section 8.3.
5.5.2 De´tail du calcul de la masse
A` tempe´rature et potentiel chimique nuls, la masse du me´son e´tait cal-
cule´e en cherchant le poˆle de la fonction spectrale, c’est-a`-dire en re´solvant
1− 2GΠ(ω) = 0. Ici, on proce`de diffe´remment.
Si 1 − 2GΠ(ω) = 0 a une solution, la fonction spectrale pre´sente un
pic de Dirac et la masse du me´son est identifie´e a` la fre´quence ve´rifiant
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Fig. 5.10 – Fonctions spectrales FS(ω) du pion et du me´son sigma a` T = 0
et µ = 0.
Fig. 5.11 – Fonctions spectrales FS(ω) du pion et du me´son sigma a` T = 0, 3
GeV et µ = 0.
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Fig. 5.12 – E´volution de la masse des me´sons pi et sigma en fonction de la
tempe´rature a` µ = 0.
1 − 2GΠ(ω) = 0. Dans ce cas seulement, la me´thode employe´e rejoint celle
a` tempe´rature et potentiel chimique nuls. Dans le cas contraire, on utilise le
fait que la fonction spectrale se pre´sente sous la forme d’une cloche plus ou
moins pique´e dans le domaine ou` 2m < ω < 2
√
Λ2 +m2. Dans cet intervalle,
en effet, Π comporte un poˆle, le calcul de Π˜ fait donc intervenir une inte´grale
de Cauchy et FS(ω) prend donc une valeur non-nulle sur tout le domaine
en question. Le me´son est alors dans un e´tat re´sonant et sa masse est de´finie
comme l’e´nergie associe´ au maximum de la fonction spectrale.
On peut ainsi tracer l’e´volution de la masse des me´sons pour des tempe´-
ratures non-nulles. La figure 5.12 repre´sente l’e´volution de la masse des
me´sons π et σ et de 2m en fonction de la tempe´rature a` µ = 0.
A` basse tempe´rature la masse du σ suit la valeur 2m, ce qui refle`te le fait
que le me´son σ est dans un e´tat quasi-lie´ de deux quarks. Notons que la masse
du σ est tre`s le´ge`rement supe´rieure a` 2m ce qui autorise la de´sinte´gration du
σ en deux quarks meˆme a` tempe´rature nulle. Cela refle`te le fait que le mode`le
NJL ne confine pas. Toutefois, la largeur e´tant tre`s faible, la cohe´rence avec
la phe´nome´nologie est respecte´e. Le pion a, quant a` lui, une masse tre`s
faible caracte´ristique de sa nature de boson de Goldstone. On remarque un
”coude” (discontinuite´ de la de´rive´e) dans la courbe de la masse du pion
lorsque celle-ci de´passe 2m. La tempe´rature a` laquelle apparait ce coude
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est appele´e tempe´rature de Mott. Elle correspond a` l’ouverture du canal de
de´sinte´gration π → q¯q. Enfin, on constate que les courbes des masses du
pion et du σ se superposent a` haute tempe´rature refle´tant le fait que ces
me´sons sont partenaires chiraux et que la syme´trie chirale est restaure´e a`
haute tempe´rature.
5.6 Conclusion
Le mode`le NJL permet donc de de´crire la brisure spontane´e de la syme´trie
chirale et de calculer des proprie´te´s me´soniques dans le milieu, toutefois il ne
rend pas compte du confinement et n’incorpore pas les gluons. Ainsi, afin de
pallier ces proble`mes, de reproduire les comportements thermodynamiques
du plasma de quarks et de gluons obtenus graˆce aux simulations sur re´seaux
et de produire des pre´dictions nouvelles, il convient d’adopter un mode`le
plus e´labore´.
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Chapitre 6
Apport d’e´le´ments de QCD
de´crivant le confinement et
description du mode`le
Polyakov–Nambu–Jona-
Lasinio
6.1 Les bases du mode`le Polyakov–Nambu–Jona-
Lasinio
6.1.1 La boucle de Polyakov
Dans le mode`le NJL, la syme´trie de jauge locale SU(3) n’est pas impose´e
et le confinement des quarks n’est donc pas de´crit. Pour ame´liorer le mode`le,
on ajoute un parame`tre d’ordre lie´ au confinement duˆ aux gluons. Il s’agit de
la boucle de Polyakov, qui de´pend du champ de gluons [60, 61]. Lorsque l’on
se place dans la jauge de Polyakov ou` le champ de gluons vaut Aµ = δµ0A0,
la boucle s’e´crit :
Φ(~x) =
1
Nc
Trc 〈L(~x)〉 , (6.1)
avec
L(~x) = P exp
(
−
∫ β
0
dτA0(~x, τ)
)
(6.2)
P exp e´tant l’exponentielle ordonne´e.
Par la suite, ce parame`tre d’ordre sera couple´ aux quarks du mode`le
NJL via la de´rive´e covariante [62]. Dans un premier temps, on conside´rera
la limite de pure jauge, ou` les quarks sont statiques. L’e´volution de la boucle
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Fig. 6.1 – Boucle de Polyakov en fonction de la tempe´rature normalise´e a`
la tempe´rature critique. Le trait plein correspond a` la pre´diction du mode`le
et les carre´s aux re´sultats sur re´seau [63].
de Polyakov en fonction de la tempe´rature e´tablie par calcul de QCD sur
re´seau est repre´sente´e figure 6.1.
6.1.2 La syme´trie Z3
La syme´trie associe´e au centre Z3 de SU(3) est associe´e au jeu de trans-
formations suivant [64] :
Φ→ Φe−2iπk/3, Φ¯→ Φ¯e2iπk/3 (6.3)
avec k un entier relatif.
Elle est respecte´e au niveau du lagrangien et brise´e spontane´ment lors
du de´confinement, la valeur moyenne dans le vide de la boucle de Polyakov
< Φ > est alors le parame`tre d’ordre de la transition de phase associe´e a` la
brisure de cette syme´trie : elle se´pare la phase confine´e a` basse tempe´rature,
syme´trique sous Z3, ou` les degre´s de liberte´ sont les ”glueballs” qui forment
des e´tats singulets de couleur, de la phase de´confine´e, a` haute tempe´rature,
ou` Z3 est brise´e spontane´ment et ou` les degre´s de liberte´ sont les gluons
colore´s. Lorsque la dynamique des quarks est incorpore´e au mode`le, il n’y
a plus de re´elle transition de phase mais une variation rapide de < Φ >,
traduisant un phe´nome`ne de crossover qui permet de continuer a` conside´rer
deux phases. Dans tous les cas, < Φ > tend vers ze´ro dans la phase confine´e
a` basse tempe´rature et prend une valeur non-nulle dans la phase de´confine´e
a` haute tempe´rature.
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Graˆce a` la boucle de Polyakov, on peut modifier le lagrangien du mode`le
NJL de manie`re a` y inclure une description du de´confinement.
6.1.3 Le lagrangien de PNJL
Le mode`le PNJL consiste a` incorporer l’influence des gluons via la boucle
de Polyakov au mode`le NJL. La dynamique des gluons est alors re´duite
a` un champ statique d’arrie`re-plan et leur influence se fait ressentir sous
la forme d’un potentiel ”phe´nome´nologique” qui peut eˆtre vu comme la
pression exerce´e par les gluons sur le milieu. Cela permet de de´crire a` la
fois la transition chirale graˆce aux bases du mode`le NJL et la transition
de de´confinement graˆce a` la boucle de Polyakov. Les gluons sont couple´s
aux quarks par l’introduction d’une de´rive´e covariante, et la pression de
ces gluons est incorpore´e au mode`le via le potentiel ”phe´nome´nologique”
U(Φ, Φ¯, T ). Voici l’expression du lagrangien du mode`le PNJL :
LPNJL = Ψ¯(iγµDµ −m0)Ψ +G[(Ψ¯Ψ)2 + (Ψ¯iγ5~τ Ψ)2]− U(Φ, Φ¯, T ). (6.4)
La de´rive´e covariante a pour expression : Dµ = ∂µ − iAµ, avec Aµ =
gsAµaλa/2, Aµa e´tant les champs de jauge et λa les matrices de Gell-Mann.
De´taillons l’expression du potentiel effectif U(Φ, Φ¯, T ).
6.1.4 Le potentiel effectif en pure jauge
La syme´trie base´e sur le groupe Z3, brise´e a` haute tempe´rature et res-
taure´e a` basse tempe´rature, doit eˆtre respecte´e par le potentiel U(Φ¯,Φ, T ).
Les termes e´le´mentaires pour un tel potentiel sont Φ¯Φ et Φ3+ Φ¯3. On utili-
sera dans un premier temps le potentiel polynomial suivant :
Upoly(Φ¯,Φ, T )
T 4
= −b2(T )
2
Φ¯Φ− b3
6
(Φ3 + Φ¯3) +
b4
4
(Φ¯Φ)2, (6.5)
avec b2(T ) = a0 + a1(
T0
T
) + a2(
T0
T
)2 + a3(
T0
T
)3 et T0 = 270 MeV. Les pa-
rame`tres T0, a0, a1, a2, a3, b3 et b4 sont fixe´s pour reproduire les compor-
tements obtenus sur re´seau de Φ et des variables thermodynamiques, telles
que l’entropie, la densite´ d’e´nergie, etc. On utilise le jeu de parame`tres sui-
vant :
a0 a1 a2 a3 b3 b4
6,75 -1,95 2,625 -7,44 0,75 7,5
On repre´sente figure 6.2 le potentiel U(Φ¯,Φ, T ) pour deux tempe´ratures
diffe´rentes. La syme´trie de confinement est associe´e a` la syme´trie Z3 et on
constate sur la figure 6.2 qu’a` basse tempe´rature, le minimum du potentiel
U(Φ¯,Φ, T )
T 4
est invariant par cette syme´trie vu que Φ = 0, ce qui n’est pas le
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Fig. 6.2 – Forme du potentiel de confinement a` basse tempe´rature a` gauche
et a` haute tempe´rature a` droite.
cas a` haute tempe´rature ou` les termes Φ3 et Φ¯3 deviennent dominants. Ceux-
ci creusent le potentiel pour lui donner une forme proche de celle du chapeau
mexicain caracte´ristique des brisures spontane´es de syme´trie. On distingue
alors trois minimums. On a donc une phase confine´e a` basse tempe´rature
(Z3 est respecte´e, Φ ≈ 0) et de´confine´e a` haute tempe´rature (Z3 est brise´e,
Φ ≈ 1). Dans les deux cas, le potentiel respecte la syme´trie, c’est seulement
l’e´tat fondamental qui brise Z3. Il s’agit donc d’une brisure spontane´e de
syme´trie. Toutefois, rappelons que Z3 est exacte en pure jauge i.e. seule-
ment dans le cas ou` les quarks sont statiques, c’est-a`-dire quand ils ont une
masse infinie. Le fait que les quarks aient une masse finie et soient dyna-
miques entraine une le´ge`re brisure explicite de la syme´trie Z3 de manie`re
analogue a` la brisure explicite de la syme´trie chirale entraˆıne´e par la masse
non-nulle des quarks nus m0. Φ n’est donc pas rigoureusement un parame`tre
d’ordre mais reste une grandeur tre`s utile pour caracte´riser le crossover de
de´confinement.
On utilisera en paralle`le du potentiel polynomial un autre potentiel : le
potentiel logarithmique [65] :
Ulog(Φ¯,Φ, T )
T 4
= −a(T )
2
Φ¯Φ + b(T ) ln[1− 6Φ¯Φ + 4(Φ3 + Φ¯3)− 3(Φ¯Φ)2],
(6.6)
avec a(T ) = a0 + a1
(
T0
T
)
+ a2
(
T0
T
)2
; b(T ) = b3
(
T0
T
)3
et le jeu de pa-
rame`tres suivants :
a0 a1 a2 b3
3,51 -2,47 15,2 -1,75
90
6.2 Les calculs dans le mode`le PNJL
6.2.1 Introduction du grand potentiel
La me´thode employe´e pour de´terminer les valeurs de la masse habille´em,
de la boucle de Polyakov Φ et de sa valeur conjugue´e Φ¯ consiste a` minimiser
le grand potentiel Ω associe´ a` la the´orie dans l’approximation du champ
moyen. Ce proce´de´ est e´quivalente a` l’approche pre´ce´dente ou` l’on e´tudiait
directement l’e´quation de Dyson dans l’approximation du champ moyen.
Son expression, obtenue par des techniques usuelles [66, 67], est la suivante :
Ω(Φ, Φ¯,m, T, µ) = U(Φ, Φ¯, T ) + (m−m0)
2
4G
− 2NcNf
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
Ep
−2NfT
∫ B
0
d3p
(2π)3
Trc ln[1 + L
†e−(Ep−µ)/T )] + Trc ln[1 + Le
−(Ep+µ)/T )],
(6.7)
avec Trc la trace sur la couleur. Le premier terme U(Φ, Φ¯, T ) correspond
a` la pression des gluons de´termine´e de manie`re phe´nome´nologique. Le se-
cond terme
(m−m0)2
4G
repre´sente, quant a` lui, l’e´nergie du vide modifie´e
par le condensat et les termes suivants correspondent au gaz de fermion a`
tempe´rature non-nulle.
Deux cas seront e´tudie´s. Dans le premier, la borne B sur la seconde
inte´grale prendra comme valeur Λ et dans le second cas, on fera tendre B
vers +∞. La deuxie`me option perd en cohe´rence avec le calcul des fonc-
tions spectrales, pour lequel on verra que toutes les inte´grales sont coupe´es
a` Λ, mais permet de retrouver les comportements des variables thermody-
namiques obtenus sur re´seau [68]. On peut justifier ces approches diffe´rentes
par les faits suivants. La pression est proportionnelle au nombre de degre´s
de liberte´ qui sont les quarks a` haute tempe´rature. Laisser tendre B vers
+∞ permet donc de prendre en compte tous les degre´s de liberte´s ne´ce´ssaires
pour retrouver les bons comportements thermodynamiques. D’un autre coˆte´,
le comportement des me´sons de´pend de l’interaction et serait affecte´ par la
liberte´ asymptotique, d’ou` la ne´cessite´, dans ce cas, d’imposer B = Λ. On
trace [63] les e´volutions de la pression p et de la densite´ d’e´nergie ǫ figure
6.3, de la diffe´rence de pression figure 6.4 et du nombre de quark figure 6.5.
On constate a` quel point le mode`le PNJL reproduit fide`lement les re´sultats
obtenus sur re´seau.
Le fait de combiner le mode`le NJL a` tempe´rature nulle et le potentiel
effectif U(Φ, Φ¯, T ) permet donc de disposer d’un mode`le de´crivant a` la fois
la co¨ıncidence des transitions chirale et de de´confinement a` µ = 0 et le
comportement des variables thermodynamiques.
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Fig. 6.3 – A` gauche, la pression divise´e par la pression de Stefan-Boltzmann
en fonction de T/TC a` µ = 0. A` droite, (ǫ − 3p)/T 4 en fonction de T/TC .
Dans les deux cas, le trait plein correspond au mode`le PNJL et les ronds,
carre´s et triangles aux re´sultats sur re´seau [63].
Fig. 6.4 – Diffe´rence de pression re´e´chelonne´e en fonction de T/TC a`
diffe´rents potentiels chimiques, le trait plein correspond au mode`le PNJL
et les points aux re´sultats sur re´seau [63].
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Fig. 6.5 – Nombre de quarks re´e´chelonne´ en fonction de T/TC a` diffe´rents
potentiels chimiques, le trait plein correspond au mode`le PNJL et les points
aux re´sultats sur re´seau [63].
6.2.2 Les e´quations de champ moyen
Afin de minimiser Ω, on re´soud nume´riquement les e´quations de champ
moyen :
∂Ω
∂m
= 0;
∂Ω
∂Φ
= 0 et
∂Ω
∂Φ¯
= 0. (6.8)
Comme on le verra dans le chapitre suivant, en de´finissant
f+Φ (Ep) =
1
Nc
Trc
1
β
∑
n
1
iωn − Ep + µ− iA4
f−Φ (Ep) =
1
Nc
Trc
1
β
∑
n
1
iωn − Ep − µ+ iA4 , (6.9)
l’e´quation
∂Ω
∂m
= 0 s’e´crit :
m−m0 = 2GNfNc
∫ Λ
0
d3p
(2π)3
2m
Ep
+ 2GNfNc
∫ B
0
d3p
(2π)3
2m
Ep
[−f+Φ (Ep)− f−Φ (Ep)].
(6.10)
On retrouve la meˆme forme que l’e´quation du gap 5.64 en remplac¸ant formel-
lement f(Ep−µ) par f+Φ et f(Ep+µ) par f−Φ et en modifiant e´ventuellement
les bornes des inte´grales [69]. En utilisant les e´galite´s suivantes :
Trc ln[1 + L
†e−(Ep−µ)/T ] = ln[1 + 3(Φ¯ + Φe−(Ep−µ)/T )e−(Ep−µ)/T + e−3(Ep−µ)/T ]
(6.11)
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et
Trc ln[1 + Le
−(Ep+µ)/T ] = ln[1 + 3(Φ + Φ¯e−(Ep+µ)/T )e−(Ep+µ)/T + e−3(Ep+µ)/T ]
(6.12)
On peut de´velopper
∂Ω
∂Φ
= 0 et
∂Ω
∂Φ¯
= 0, ce qui donne :
T 4
2
(−b2(T )Φ¯− b3Φ2 + b4ΦΦ¯2)− 6NfT
∫ B
0
d3p
(2π)3[
e−2β(Ep−µ)
1 + 3(Φ¯ + Φe−β(Ep−µ))e−β(Ep−µ) + e−3β(Ep−µ)
+
e−β(Ep+µ)
1 + 3(Φ + Φ¯e−β(Ep+µ))e−β(Ep+µ) + e−3β(Ep+µ)
]
= 0 (6.13)
et
T 4
2
(−b2(T )Φ− b3Φ¯2 + b4Φ¯Φ2)− 6NfT
∫ B
0
d3p
(2π)3[
e−β(Ep−µ)
1 + 3(Φ¯ + Φe−β(Ep−µ))e−β(Ep−µ) + e−3β(Ep−µ)
+
e−2β(Ep+µ)
1 + 3(Φ + Φ¯e−β(Ep+µ))e−β(Ep+µ) + e−3β(Ep+µ)
]
= 0. (6.14)
Le tout constitue donc un syste`me de trois e´quations a` trois inconnues : m,
Φ et Φ¯. Reste a` expliciter les expressions de f+Φ et de f
−
Φ .
6.2.3 Le propagateur et les fonctions de distributions
Les fonctions f+Φ et f
−
Φ apparaissant dans l’e´quation du gap proviennent
de la nouvelle modification du propagateur. On a vu que la de´rive´e covariante
avait pour expression : Dµ = ∂µ − iAµ, avec Aµ = gsAµaλa/2. Cela revient
a` ajouter au lagrangien le terme suivant : Ψ¯γ0A0Ψ. A` tempe´rature finie,
on fait la substitution suivante : A0 = −iA4 ce qui revient, de la meˆme
manie`re que lors de la prise en compte du potentiel chimique, a` re´e´crire le
propagateur d’un quark de masse m :
S(p) =
1
γ0(iωn + µ− iA4)− ~γ.~p−m. (6.15)
Des termes du type :
∑
n
1
iωn − Ep + µ− iA4 apparaˆıtront donc lors du cal-
cul des polarisations et de l’e´quation du gap.
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En calculant explicitement les sommes sur les fre´quences de Matsubara
dans f+Φ (Ep) et f
−
Φ (Ep), on obtient les expressions suivantes :
f+Φ (Ep) =
(Φ¯ + 2Φe−β(Ep−µ))e−β(Ep−µ) + e−3β(Ep−µ)
1 + 3(Φ¯ + Φe−β(Ep−µ))e−β(Ep−µ) + e−3β(Ep−µ)
f−Φ (Ep) =
(Φ¯ + 2Φe−β(Ep+µ))e−β(Ep+µ) + e−3β(Ep+µ)
1 + 3(Φ + Φ¯e−β(Ep+µ))e−β(Ep+µ) + e−3β(Ep+µ)
. (6.16)
Dans la phase confine´e : Φ = Φ¯ = 0, ce qui se traduit sur les distributions
pre´ce´dentes par la disparition des termes comportant des facteurs de Boltz-
mann correspondant a` un ou deux (anti)quarks : e−β(Ep±µ) et e−2β(Ep±µ)
respectivement. Un confinement statistique apparaˆıt donc au sens ou` les
quarks ne peuvent apparaˆıtre que trois par trois ce qui conduit a` la formation
d’un bain thermique sans couleur. Les expressions 6.16 deviennent alors :
f+Φ (Ep) =
1
1 + e3β(Ep−µ)
et f−Φ (Ep) =
1
1 + e3β(Ep+µ)
. Par ailleurs, dans la
phase de´confine´e, Φ→ 1 et Φ¯→ 1 ce qui entraine fΦ(Ep) = fNJL(Ep).
6.2.4 Re´sume´ de la proce´dure employe´e
Pour re´sumer, a` chaque couple T − µ, le grand potentiel Ω(m,Φ, Φ¯)
prend une forme diffe´rente. On minimise alors ce potentiel. Plus exactement
on re´soud les e´quations de champ moyen 6.8, ce qui donne acce`s au triplet
(m,Φ, Φ¯), tout ceci de´pendant des parame`tres T0, b2(T ), b3, b4, m0, Λ et G.
On en de´duit l’e´volution des parame`tres < q¯q > (calcule´ a` partir de m) et
Φ en fonction de T pour diffe´rents potentiels chimiques µ.
6.3 Conclusion
On a donc construit un mode`le qui reproduit les re´sultats de la QCD
et permet d’obtenir des re´sultats a` µ fini beaucoup plus facilement que sur
re´seau. De plus, on est de´sormais capable, graˆce a` ce mode`le, d’interpre´ter
le comportement des observables en terme de quasi-particules.
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Troisie`me partie
Diagramme de phase de
QCD dans le mode`le PNJL
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Le mode`le PNJL permet donc de de´crire le de´confinement, en plus de la
brisure de la syme´trie chirale, a` l’aide d’outils tels que la boucle de Polyakov
issus de la the´orie de QCD sur re´seaux. L’avantage d’un mode`le effectif sur
les calculs de type Monte-Carlo effectue´s sur re´seaux, est que les calculs
sont plus simples, que la dynamique des quarks peut eˆtre inte´gre´e, qu’on
manipule directement des variables ayant un sens physique telles que la
masse habille´e des quarks, la masse des me´sons ou la densite´ de quarks (les
calculs sur re´seaux faisant intervenir des corre´lateurs plutoˆt que des quasi-
particules) et que la zone a` haut potentiel chimique est plus directement
accessible.
On a vu l’efficacite´ du mode`le a` reproduire les donne´es sur re´seau a` poten-
tiel chimique nul. Un re´sultat important des re´seaux est que les transitions
chirale et de de´confinement co¨ıncident a` quelques MeV pre`s lorsque µ = 0.
Le grand inte´reˆt du mode`le sera de´sormais d’e´tendre ces pre´dictions au cas
d’un potentiel chimique fini tout en conside´rant les quarks dynamiques.
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Chapitre 7
Trace´ du diagramme de
phase a` l’aide des parame`tres
d’ordre
7.1 E´tude des parame`tres d’ordre
7.1.1 E´volution en fonction de la tempe´rature et du potentiel
chimique
On trace sur la figure 7.1 le condensat normalise´ < q¯q >n=
< q¯q >
< q¯q >|T=0
et Φ en fonction de la tempe´rature pour diffe´rents potentiels chimiques. Ce
sont les parame`tres d’ordre des transitions chirale et de de´confinement res-
pectivement. On de´finit la tempe´rature caracte´ristique de transition comme
la tempe´rature pour laquelle le parame`tre d’ordre connait un point d’in-
flexion , c’est-a`-dire lorsque la de´rive´e du parame`tre d’ordre est extre´male.
On constate que, lorsque µ = 0,
< q¯q >
< q¯q >|T=0
passe de 1 a` 0 lorsque la
tempe´rature augmente avec une tempe´rature caracte´ristique de 278 MeV
et on remarque que Φ passe de 0 a` 1 avec une tempe´rature caracte´ristique
assez proche : Tc = 254 MeV. On en conclut qu’a` potentiel chimique nul,
la restauration de la syme´trie chirale et le de´confinement se produisent a` la
meˆme tempe´rature a` 10% pre`s, comme cela a de´ja` e´te´ vu lors des calculs sur
re´seaux. C’est l’un des premiers grands succe`s du mode`le PNJL : en couplant
le secteur NJL dont les parame`tres sont choisis pour reproduire le spectre de
masse me´sonique a` T = 0 avec le potentiel phe´nome´nologique U(Φ, T ) qui est
ajoute´ sur le secteur de pure jauge (deux secteurs tre`s diffe´rents), on obtient
ce re´sultat important des calculs sur re´seau que constitue cette co¨ıncidence.
Lorsque µ prend une valeur non nulle, la transition de de´confinement est
moins abrupte et les tempe´ratures caracte´ristiques pour
< q¯q >
< q¯q >|T=0
et pour
101
Fig. 7.1 – Les traits pleins correspondent au condensat et les pointille´s a` Φ,
les courbes sont rouges pour µ = 0, bleues pour µ = 0, 3 GeV et vertes pour
µ = 0, 36 GeV.
Φ deviennent plus faibles et plus e´loigne´es l’une de l’autre. Enfin, la courbe
repre´sentant le condensat de quarks est multivalue´e pour µ = 0.36GeV ca-
racte´risant une transition de phase du premier ordre. On notera que, contrai-
rement au condensat, on a repre´sente´ une seule valeur de Φ dans la zone aux
alentours de T = 0, 11 GeV ce qui se traduit par un coude (discontinuite´ de
la de´rive´e). Cette zone de tempe´rature n’apporte, en effet, pas d’informa-
tion physique pertinente concernant le de´confinement comme on le verra au
chapitre 7.1.6.
Inte´ressons-nous maintenant a` l’influence du choix de la borne B sur le
condensat et la boucle de Polyakov.
7.1.2 Influence du sche´ma de coupure des inte´grales
On compare figure 7.2 l’e´volution du condensat et de Φ pour les deux
sche´mas de coupure : B = Λ et B = +∞ a` µ = 0. On observe que les transi-
tions chirale et de de´confinement se produisent a` une tempe´rature plus faible
si on laisse la coupure sur les inte´grales B tendre vers +∞. Les tempe´ratures
critiques de transition chirale et de de´confinement sont cette fois-ci de 230
MeV et 219 MeV respectivement a` comparer a` 278 MeV et 254 MeV lorsque
B = Λ. De plus, les transitions s’effectuent plus abruptement si B → +∞
signe d’un rapprochement de comportement avec une transition de second
ordre. La raison est que, comme on l’a vu, les quarks dynamiques brisent la
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Fig. 7.2 – Comparaison a` µ = 0 de l’e´volution du condensat (en pointille´s)
et de Φ (en traits pleins) pour B = Λ (en vert) et pour B = +∞ (en rouge).
syme´trie Z3 associe´e au confinement. En ne coupant pas les impulsions des
quarks thermiques a` Λ, on ajoute une contribution qui tend a` briser plus
brutalement la syme´trie d’ou` l’augmentation plus rapide de Φ.
Sur la figure 7.3, on repre´sente l’e´volution du condensat et de Φ pour
µ = 0, 37 GeV. Ici, on ne repre´sente que les solution stables, ce qui permet de
visualiser la discontinuite´. Une section entie`re sera consacre´e a` l’e´tude de la
me´tastabilite´. En laissant tendre B vers +∞, la transition de de´confinement
se produit plus toˆt comme lorsque µ = 0 mais la transition chirale apparaˆıt
quant a` elle le´ge`rement plus tard.
On notera que lorsqu’on fait tendre B vers +∞, un ajustement doit eˆtre
fait lors de la re´solution des e´quations de champs moyen. A` une tempe´rature
donne´e, < q¯q >= 0, ce qui indique une restauration comple`te de la syme´trie
chirale (au sens ou` m = m0). Au-dela`, on utilise la technique habituelle
dans ce cas, consistant a` fixer < q¯q > a` 0. En effet, on estime qu’une fois la
restauration de la syme´trie atteinte, la masse des quarks doit rester e´gale a`
m0.
Voyons, ensuite, l’influence du choix du potentiel effectif.
7.1.3 Influence du choix du potentiel effectif
On compare sur la figure 7.4 l’e´volution des deux parame`tres d’ordre en
fonction de la tempe´rature pour le potentiel effectif polynomial et pour le
potentiel logarithmique dans le cas ou` B = Λ. On constate que le potentiel
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Fig. 7.3 – Comparaison a` µ = 0, 37 GeV de l’e´volution du condensat (en
pointille´s) et de Φ (en traits pleins) pour B = Λ (en vert) et pour B = +∞
(en rouge).
Fig. 7.4 – Comparaison a` µ = 0 de l’e´volution du condensat (en pointille´s)
et de Φ (en traits pleins) pour le potentiel polynomial (en rouge) et pour le
potentiel logarithmique (en vert) dans le cas ou` B = Λ.
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Fig. 7.5 – Comparaison a` µ = 0 de l’e´volution du condensat (en pointille´s)
et de Φ (en traits pleins) pour le potentiel polynomial (en rouge) et pour le
potentiel logarithmique (en vert) avec B = +∞.
logarithmique entraˆıne une transition plus abrupte que pour le potentiel
polynomial, la tempe´rature critique se retrouve ainsi le´ge`rement de´cale´e vers
les basses tempe´ratures. Meˆme constat lorsque B = +∞, voir figure 7.5. On
remarque que, dans ce dernier cas, les transitions chirales co¨ıncident encore
plus exactement que lorsque B = Λ. Dans tout ce qui suit, lorsque rien n’est
pre´cise´, les courbes seront trace´es pour B = Λ et U = Upoly.
7.1.4 Zone de me´tastabilite´
On a vu que pour de´limiter la zone de syme´trie chirale brise´e de celle ou`
la syme´trie est restaure´e, on pouvait prendre comme point limite le point
d’inflexion de la courbe du condensat en fonction de la tempe´rature, ceci
pour chaque potentiel chimique. Le point limite correspond donc, dans ce
cas, au minimum de
d < q¯q >
dT
a` µ fixe´. Cette approche est seulement valable
a` bas potentiel chimique. En effet, dans ce cas, a` chaque potentiel chimique
correspond bien une seule valeur de < q¯q >. Ce n’est plus le cas a` haut po-
tentiel chimique car la fonction < q¯q > (T ) est alors multivalue´e. De´taillons
la me´thode employe´e dans ce derniers cas.
Rappelons que pour chaque couple tempe´rature - potentiel chimique
(correspondant a` un point du diagramme de phase), le grand potentiel
pre´sente une forme diffe´rente et donc un minimum diffe´rent vis-a`-vis du
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Fig. 7.6 – Ω(m), Φ et Φ¯ fixe´s pour diffe´rentes tempe´ratures en MeV avec
µ = 0, 3 + 2T .
jeu de variables m, Φ et Φ¯. A` haut µ, Ω(m) pre´sente deux minimums locaux
au fond de deux puits de potentiel comme illustre´ sur la figure 7.6 ou` l’on
a trace´ Ω(m) avec Φ et Φ¯ fixe´s pour diffe´rentes tempe´ratures avec a` chaque
fois µ = 0, 3 + 2T . Cette forme du potentiel a` deux puits est caracte´ristique
d’une zone de me´tastabilite´. On a donc trois solutions a` l’e´quation
∂Ω
∂m
= 0 :
les deux minimums et le maximum qui correspond a` une solution instable.
On remarque que si la tempe´rature augmente, le deuxie`me puit de potentiel
autour de m = 0, 4 GeV se fait moins profond jusqu’a` ce que le minimum
finisse par disparaitre comme c’est le cas pour T = 52 MeV.
Pour de´finir le point de transition dans le diagramme de phase, nous
allons fixer T au lieu de µ et tracer µ(m). Chaque point de la figure 7.7
est trace´ en fixant T et m et en minimisant Ω par rapport a` µ, Φ et Φ¯.
On constate que pour certains potentiels chimiques comme µ0 sur la figure,
il existe trois solutions a` l’e´quation µ(m) = µ0. Deux sont me´tastables ou
stables, on les note m1 et m2 et une est instable, on la note m3. Afin de
de´terminer quelle solution est stable parmi m1 et m2, on trace le grand
potentiel en fonction de µ. Sur la figure 7.8, on repre´sente ainsi Ω(µ) pour
T = 100 MeV. Lorsque µ est fixe´, les trois solutions correspondent aux
trois branches du grand potentiel. La branche supe´rieure correspond aux
solutions instables et les deux autres correspondent aux solutions stables
ou me´tastables selon la valeur du potentiel : la solution de grand potentiel
minimal est stable tandis que l’autre solution est me´tastable.
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Fig. 7.7 – µ(m) pour T = 50 MeV.
Fig. 7.8 – Ω(µ) pour T = 100 MeV.
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Fig. 7.9 – Transition chirale calcule´e en minimisant dm/dT en rouge et en
trouvant le potentiel re´alisant Ω(m1) = Ω(m2) en vert. Les branches bleue
et violette sont les limites de la zone de me´tastabilite´ et correspondent aux
minimum et maximum locaux de µ(m).
On est donc en pre´sence d’une transition de premier ordre et le potentiel
chimique de transition est celui pour lequel Ω(m1) = Ω(m2), ce qui corres-
pond au potentiel chimique pour lequel les branches se croisent sur la figure
7.8. On trouve ainsi, pour une tempe´rature donne´e, le potentiel chimique
correspondant a` la transition, ce qui permet de placer un point de transi-
tion sur le diagramme de phase T − µ. On peut e´galement tracer les lignes
de me´tastabilite´ qui correspondent aux minimum et maximum locaux de la
courbe 7.7.
On a donc une phase a` syme´trie chirale brise´e a` bas potentiel chimique
et basse tempe´rature et une phase a` syme´trie chirale restaure´e a` haut poten-
tiel chimique et haute tempe´rature. A` bas potentiel chimique, la transition
entre les deux phases est un crossover : le condensat passe continument d’une
grande valeur a` une faible valeur. Tandis qu’a` haut potentiel chimique, la
transition est abrupte et constitue une ve´ritable transition de phase du pre-
mier ordre. Le point limite entre les deux transitions est appele´ le point
critique.
7.1.5 Le point critique
Le point critique qu’on note souvent CEP comme ”Critical End Point”
se´pare la zone a` haut potentiel chimique et basse tempe´rature, ou` la transi-
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Fig. 7.10 – Potentiel chimique en fonction de m a` la tempe´rature du point
critique.
tion chirale est du premier ordre (c’est-a`-dire lorsque m(µ) est multivalue´e)
de la zone a` bas potentiel chimique et haute tempe´rature ou` la transition
n’est plus qu’un crossover [70, 71, 72, 73]. Sur la figure 7.9, le CEP se situe a`
l’intersection des courbes bleue et violette. On calcule sa position en repe´rant
la tempe´rature pour laquelle le potentiel chimique ne comporte qu’une seule
de´rive´e nulle. C’est le cas limite entre un profil µ(m) strictement de´croissant
valable a` haute tempe´rature lorsque la transition est un crossover et un pro-
fil comportant un minimum et un maximum local. La figure 7.10 repre´sente
ce profil limite trace´ lorsque T = TCEP . Le potentiel chimique du point
critique µCEP est alors celui du point de de´rive´e nulle. L’e´tude de ce point
critique permet d’e´tudier la taille de la re´gion critique dans le diagramme
de phase. On constate que cette region peut s’e´tendre assez largement, en
particulier dans le mode`le PNJL ou` le crossover est rapide et se rapproche
d’un transition de deuxie`me ordre. La re´gion critique est ainsi plus e´tendue
en PNJL qu’en NJL [74, 75].
Le tableau suivant donne sa position dans les quatre sche´mas de´crit
pre´ce´demment : B = Λ ou +∞ et U = Upoly ou Ulog.
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Fig. 7.11 – Ω(µ) pour T = 140 MeV.
B = Λ B = +∞
Upoly TCEP = 144 MeV TCEP = 133 MeV
µCEP = 336 MeV µCEP = 328 MeV
Ulog TCEP = 169 MeV TCEP = 160 MeV
µCEP = 329 MeV µCEP = 312 MeV
On constate que le fait de laisser B tendre vers +∞ rapproche le point
critique de l’origine du diagramme de phase. L’utilisation du potentiel loga-
rithmique, quant a` elle, fait augmenter TCEP mais baisser µCEP .
Apre`s ce point, la transition est du premier ordre et la ligne de transition
est donne´e par Ω(m1) = Ω(m2) sauf pour une courte zone juste apre`s le point
critique ou` cette dernie`re e´quation n’a pas de solution. En effet les branches
me´tastables ne se croisent pas dans cette zone comme indique´ sur la figure
7.11. En zoomant pre`s du point critique, on constate en effet sur la figure
7.12 que la zone de transition de premier ordre en vert rejoint l’une des deux
branches me´tastables avant le CEP.
L’e´tude du grand potentiel nous a permis de tracer en de´tail la transition
chirale. Penchons-nous de´sormais sur la transition de de´confinement.
7.1.6 Transition de de´confinement
Le parame`tre d’ordre associe´ au de´confinement est la boucle de Poly-
akov Φ. On de´limite ainsi la zone confine´e de la zone de´confine´e par le point
d’inflexion de Φ(T ) c’est a` dire par le maximum de
dΦ
dT
. Pour certains po-
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Fig. 7.12 – Transition chirale calcule´e en minimisant dm/dT en rouge et en
trouvant le potentiel re´alisant Ω(m1) = Ω(m2) en vert. Les branches bleue
et violette sont les limites de la zone de me´tastabilite´ et correspondent aux
minimum et maximum locaux. Le point noir correspond au point critique
ou CEP.
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Fig. 7.13 –
dΦ
dT
en fonction de T pour µ = 0, 3 GeV
tentiels chimiques, un proble`me se pose : la fonction
dΦ
dT
(T ) comporte deux
maximums comme repre´sente´ sur les figures 7.13 et 7.14. Le premier pic
dans 7.14 correspond a` l’influence de la transition chirale dont la pre´sence
se re´percute sur l’e´volution de Φ. Cette discontinuite´ correspond a` une aug-
mentation brutale mais tre`s petite de Φ (moins de 0.1). Le pic n’est donc pas
inte´ressant lors de l’e´tude du de´confinement car toute l’information physique
associe´e a` ce pic est de´ja` contenue dans le condensat : le maximum qui a du
sens est celui de la bosse et c’est la tempe´rature de ce maximum qui sera
prise comme tempe´rature de de´confinement. Afin de ne prendre en compte
que le maximum de cette bosse pour la transition de de´confinement, on se
de´barrasse du pic en fixant m a` m0. Cela se justifie par le fait que la valeur
de m, qu’elle soit de 300 MeV ou de 10 MeV, n’a que peut d’influence sur
Φ. Il faudrait une masse tre`s grande devant 1 GeV (c’est-a`-dire un quark
quasiment statique comme en pure jauge) pour forcer la brisure de Z3. On
obtient alors une courbe quasiment similaire, le pic ayant disparu.
On trace les meˆmes courbes figure 7.15 avec, cette fois-ci, µ = 0. On
remarque que les bosses de de´confinement et de transition chirale se re-
couvrent et que les effets de chaque transition sont faciles a` de´coupler en
fixantm = m0. On en conclut que position de la transition de de´confinement
a` µ = 0 n’est pas influence´e par la position de la transition chirale. On
peut, en effet, forcer la chiralite´ a` eˆtre brise´e ou restaure´e, la transition
de de´confinement ne bouge pas pour autant. La re´ciproque est toutefois
fausse : la tempe´rature de transition chirale e´tant effectivement influence´e
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Fig. 7.14 –
dΦ
dT
en fonction de T pour µ = 0, 38 GeV
Fig. 7.15 –
dΦ
dT
en fonction de T pour µ = 0
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Fig. 7.16 – Transition chirale et transition de de´confinement pour B = Λ et
U = Upoly
par la transition de de´confinement.
On peut de´sormais tracer le diagramme de phase T − µ en positionnant
a` la fois la transition chirale et la transition de de´confinement.
7.2 Trace´ des diagrammes de phase
7.2.1 Diagramme T − µ pour B = Λ et U = Upoly
Sur la figure 7.16, on repre´sente les transitions de´finies pre´ce´demment
pour B = Λ et U = Upoly ainsi que la courbe pour laquelle Φ(T, µ) = 0, 5, Φ
prenant des valeurs comprises entre 0 et 1. Les deux transitions de´limitent
trois grandes zones sur le diagramme de phase. Une phase confine´e a` syme´trie
chirale brise´e a` basse tempe´rature et a` bas potentiel chimique : cette phase
est celle de la matie`re hadronique ordinaire ; une phase de´confine´e et a`
syme´trie chirale restaure´e a` haute tempe´rature : cette phase est celle du
plasma de quarks et de gluons et une phase a` haut potentiel chimique mais a`
tempe´rature raisonnable ou` les quarks sont encore confine´s et ou` la syme´trie
chirale est restaure´e. Cette nouvelle phase sera appele´e phase CCS comme
”confined and chiral symmetric”. Elle pourrait correspondre a` la phase quar-
kyonique [76] qui est une hypothe`se concernant la structure de phase de QCD
dans l’approximation ou` Nc → +∞.
On constate e´galement l’existence d’une petite zone a` bas potentiel chi-
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Fig. 7.17 – De´rive´e seconde du condensat en fonction de T a` µ = 0, 3 GeV.
mique autour d’une tempe´rature de 250 MeV ou` la syme´trie chirale n’est
pas totalement restaure´e mais ou` le de´confinement se fait de´ja` sentir. Cela
ne rend pas compte de l’existence d’une nouvelle phase e´tant donne´e la dou-
ceur des transitions en question. Une manie`re de le quantifier est de tracer la
de´rive´e seconde du condensat
∂2 < q¯q >
∂T 2
en fonction de T (voir figure 7.17)
et de conside´rer que la transition chirale de´marre au minimum de cette fonc-
tion et se termine au maximum. On retrace ainsi la transition chirale dans
le diagramme T − µ entoure´e des lignes de de´but et de fin de cette transi-
tion : voir figure 7.18. Cette zone interme´diaire de transition est e´galement
pre´sente pour le de´confinement ce qui permet de conclure que les deux tran-
sitions se produisent plus ou moins en meˆme temps et qu’il n’existe pas de
zone de´confine´e a` syme´trie chirale brise´e dans le diagramme de phase.
7.2.2 Diagramme T − µ pour B = +∞ et U = Upoly
Dans le cas ou` B = +∞, Φ de´passe 1 a` haute tempe´rature, voir figure
7.19. On prendra donc comme crite`re secondaire de de´confinement Φ =
Φ(T = 0, 6GeV )/2 au lieu de Φ = 0, 5, la tempe´rature 0, 6 GeV e´tant prise
arbitrairement comme une tempe´rature a` laquelle Φ a atteint le plateau de
haute tempe´rature.
Pour ce qui est du crite`re correspondant au maximum de
dΦ
dT
(T ), il n’est
pas possible de l’appliquer a` tous les potentiels chimiques. A` bas potentiel
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Fig. 7.18 – Diagramme de phase incluant les zones de crossover.
Fig. 7.19 – Φ(T ) pour B = +∞ et U = Upoly
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Fig. 7.20 –
dΦ
dT
(T ) pour B = +∞ et U = Upoly
chimique,
dΦ
dT
(T ) pre´sente bien un maximum comme pour le cas B = Λ, voir
figure 7.20. A` plus haut potentiel chimique, la forme de
dΦ
dT
(T ) change et un
minimum apparait, voir figure 7.21. Enfin, a` tre`s haut potentiel chimique,
les extremums locaux disparaissent, voir figure 7.22. Ainsi, le diagramme
de phase est quelque peu diffe´rent de celui pour B = Λ, voir figure 7.23.
On constate que quelque soit le crite`re de de´confinement, la transition de
de´confinement apparait a` plus basse tempe´rature si B = +∞ : les lignes de
transition qui e´taient quasiment horizontales pour B = Λ, tendent, ici, a` se
rapprocher de l’axe des abscisses lorsque le potentiel chimique augmente. Le
point ou` les courbes rouge et violette se rejoignent correspond au potentiel
chimique pour lequel les minima locaux disparaissent (µ = 1, 3 GeV sur la
figure 7.22).
Il est tre`s inte´ressant de constater que l’e´tude indique la pre´sence d’un
de´confinement a` basse tempe´rature et haut potentiel chimique. Une raison
pourrait eˆtre le fait que le terme µΨ¯Ψ brise la syme´trie Z3. Cette indication
pourrait se re´ve´ler utile pour l’e´tude des e´toiles compactes.
7.2.3 Diagramme T − µ pour U = Ulog
Trac¸ons figure 7.24, le diagramme de phase pour B = Λ et U = Ulog. Les
lignes de transitions obtenues sont assez proches de celles obtenues pour le
potentiel polynomial.
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Fig. 7.21 –
dΦ
dT
(T ) pour B = +∞ et U = Upoly
Fig. 7.22 –
dΦ
dT
(T ) pour B = +∞ et U = Upoly
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Fig. 7.23 – Diagramme de phase pour B = +∞ et U = Upoly. En rouge : le
maximum de
dΦ
dT
, en violet : le minimum de
dΦ
dT
, en bleu : le minimum de
d < q¯q >
dT
et en vert : la tempe´rature pour laquelle Φ =
Φ(0, 6GeV )
2
.
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Fig. 7.24 – Diagramme de phase pour B = Λ et U = Ulog. En rouge :
le maximum de
dΦ
dT
, en bleu : le minimum de
d < q¯q >
dT
et en vert : la
tempe´rature pour laquelle Φ = 0, 5.
Enfin, trac¸ons figure 7.25, le diagramme de phase pour B = +∞ et
U = Ulog. De la meˆme manie`re que pour le potentiel polynomial, les lignes
de transition qui e´taient quasiment horizontales pour B = Λ, se rapprochent
de l’axe des abcisses lorsque le potentiel chimique augmente.
Nous avons ainsi construit le diagramme de phase tempe´rature - po-
tentiel chimique a` partir des parame`tres d’ordre du mode`le PNJL. Or ce
mode`le permet de calculer directement des quantite´s me´soniques comme les
fonctions spectrales et les masses des me´sons. Nous verrons si ces quantite´s
peuvent e´galement nous renseigner sur l’allure de ce diagramme de phase.
7.3 Conclusion
On a ainsi e´voque´ la technique consistant a` fixer m a` m0 et permet-
tant de se´parer les effets de la transition chirale de ceux lie´s a` la transition
de de´confinement. On a e´galement pu tracer, graˆce aux parame`tres d’ordre
< q¯q > et Φ, diffe´rents diagrammes de phase associe´s a` diffe´rents choix de
caracte´ristiques du mode`le (type de potentiel effectif, me´canisme de cou-
pure des inte´grales) en incluant l’e´tude du point critique et de la zone de
me´tastabilite´. On a alors pu conclure a` l’existence d’une nouvelle phase
confine´e et a` syme´trie chirale restaure´e appele´e ”phase CCS” et pre´sente a`
haut potentiel chimique et basse tempe´rature.
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Fig. 7.25 – Diagramme de phase pour B = +∞ et U = Ulog. En rouge :
le maximum de
dΦ
dT
, en bleu : le minimum de
d < q¯q >
dT
et en vert : la
tempe´rature pour laquelle Φ = 0, 5.
Cette phase a de´ja` e´te´ observe´e dans de pre´ce´dentes publications [65,
77, 78]. Ces e´tudes ont e´te´ effectue´es dans un domaine en dec¸a` de 500
MeV. Ici les calculs ont e´te´ pousse´s jusqu’a` plus de 1500 MeV. Le mode`le
perd suˆrement en cohe´rence a` si haut potentiel chimique mais connaˆıtre les
pre´visions au dela` des limites suppose´es permet d’en savoir plus sur la posi-
tion de ces limites. De plus, nous avons effectue´ les calculs pour B = +∞ et
compare´ a` ceux pour B = Λ de´ja` effectue´s dans les articles cite´s ci-dessus.
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Chapitre 8
Trace´ du diagramme de
phase T-µ a` l’aide des sondes
me´soniques
On vient de voir que l’e´tude du diagramme de phase a` l’aide des pa-
rame`tres d’ordre associe´s aux transitions chirale et de de´confinement per-
mettait de mettre en e´vidence l’existence d’une troisie`me phase, en plus des
phases hadroniques et de QGP : la phase CCS. Il s’agit de´sormais de son-
der ce diagramme a` l’aide de sondes me´soniques. Pour cela, on se penche
sur l’e´tude des fonctions spectrales dans les canaux scalaire et pseudosca-
laire. On de´finit alors un crite`re de de´confinement et un crite`re de transition
chirale de manie`re purement me´sonique. On verra alors que les re´sultats ob-
tenus sont en accord avec l’e´tude en champ moyen re´alise´e dans le chapitre
pre´ce´dent.
8.1 E´tude des fonctions spectrales
8.1.1 Trace´ des fonctions spectrales du pion et du me´son
sigma
Comme dans le cadre du mode`le NJL, on trace les fonctions spectrales
des mesons σ et π en e´valuant les polarisations scalaire et pseudo-scalaire
respectivement. Et de la meˆme manie`re que pre´ce´demment, on exprime les
fonctions spectrales en fonction d’une inte´grale de boucle qui, cette fois-ci,
s’exprime en fonction de f+Φ et de f
−
Φ :
I2(ω) = −i
∫
d3p
(2π)3
1− f−Φ (Ep)− f+Φ (Ep)
Ep(ω2 − 4E2p)
. (8.1)
Pre´cisons que le sche´ma de coupure des inte´grales employe´ (B = Λ ou
B → +∞) ne s’applique qu’au calcul du grand potentiel et donc du tri-
123
Fig. 8.1 – Fonction spectrale du mode scalaire associe´ au me´son σ a` µ = 0
pour diffe´rentes tempe´ratures. Ici TC = 273 MeV.
plet (m,Φ, Φ¯), pas au calcul des inte´grales de boucles et donc pas a` celui des
polarisations. L’inte´grale intervenant dans la formule 8.1 va donc bien de 0
a` Λ dans tous les cas. Il est, en effet, logique d’exclure les quarks thermiques
correspondant a` des impulsions supe´rieures a` Λ. Ces quarks, appartenant
au re´gime de liberte´ asymptotique, ne peuvent intervenir dans la descrip-
tion d’une interaction cre´ant des e´tats lie´s ou quasi-lie´s.
Sur les figures 8.1 et 8.2 sont repre´sente´es les fonctions spectrales des
me´sons σ et π respectivement pour diffe´rentes tempe´ratures caracte´ristiques
des diffe´rents comportements de ces fonctions. A` basse tempe´rature, la
fonction spectrale est tre`s pique´e, voire sous la forme d’un pic de Dirac dans
le cas du pion. Lorsque la tempe´rature augmente, le pic perd en hauteur
et s’e´largit jusqu’a` s’e´taler comple`tement sur l’axe des fre´quences a` haute
tempe´rature.
8.1.2 Interpre´tation de l’e´largissement des fonctions spec-
trales
Une premie`re interpre´tation purement classique et statistique de l’e´lar-
gissement avec la tempe´rature peut eˆtre donne´e. Prenons, pour cela, l’exemple
du pion. Si la tempe´rature est tre`s faible, le bain thermique n’influe pas
sur la propagation du pion qui est initialement un e´tat lie´ : il n’y a pas
d’e´ve`nements interme´diaires entre l’e´mission et la re´ception du me´son. Celui-
ci se comporte alors comme une particule avec une masse bien de´finie, d’ou`
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Fig. 8.2 – Fonction spectrale du mode pseudoscalaire associe´ au pion a` µ = 0
pour diffe´rentes tempe´ratures. Ici TC = 273 MeV.
la fonction spectrale sous la forme d’un pic de Dirac : l’e´nergie de centre de
masse reconstruite lors de la re´ception est l’e´nergie e´gale a` la masse du pion.
Lorsque la tempe´rature augmente, les interactions du pion avec le bain ther-
mique sont, cette fois, plus probables : il y a des e´ve`nements interme´diaires
entre l’e´mission et la re´ception du pion. Ces e´ve`nements vont augmenter ou
diminuer l’e´nergie reconstruite de la particule, ce qui va entrainer l’e´talement
de la fonction spectrale. Cet e´talement est, selon cette interpre´tation, uni-
quement duˆ aux collisions du me´son avec les particules du bain thermique
qui induisent un e´crantage de l’interaction nue.
Une autre interpre´tation, quantique cette fois, est possible. La fonction
spectrale correspond a` la corre´lation a` deux quarks. Sans bain thermique, ce
sont effectivement ces interactions qui dominent. Les quarks sont confine´s
au sein des me´sons et n’interagissement que deux a` deux. En pre´sence du
plasma de quarks et de gluons, les interactions a` grand nombre de quarks
deviennent dominantes. La correlation de deux quarks par le vertex iγ5~τ ,
c’est-a`-dire associe´e au pion, s’affaiblit et ne rend plus compte de la pro-
pagation d’un pion dans le vide mais d’un mode pionique se propageant
dans le plasma, ce qui entraine l’e´largissement. La fonction spectrale e´largie
est donc caracte´ritique d’un mode de´corre´le´ et est donc associe´ a` un milieu
de´confine´.
Penchons-nous de´sormais sur l’e´volution de la masse des me´sons.
125
Fig. 8.3 – Masses des me´sons a` µ = 0 GeV
8.1.3 La masse des me´sons
Pour de´terminer la masse des me´sons, on proce`de de la meˆme manie`re
que dans le mode`le NJL a` tempe´rature non-nulle. Sur les figures 8.3 et
8.4, on trace les masses du pion et du sigma ainsi que 2m en fonction de
la tempe´rature a` µ = 0 et µ = 0, 37 GeV respectivement. Comme dans le
mode`le NJL, la masse du sigma est d’abord le´ge`rement supe´rieure a` 2m puis
rejoint la masse du pion, signe de restauration chirale. A` plus haut potentiel
chimique, la discontinuite´ due a` la transition chirale de premier ordre se
re´percute sur la masse des me´sons qui subit e´galement une discontinuite´.
Explorons ensuite les diffe´rentes phases du diagramme en nous plac¸ant
a` haut potentiel chimique.
8.1.4 E´tude des fonctions spectrales a` haut potentiel chi-
mique dans le mode`le PNJL
Plac¸ons-nous a` un potentiel chimique nul et trac¸ons les fonctions spec-
trales du sigma et du pion en faisant monter la tempe´rature : voir figures
8.5, 8.6 et 8.7.
On constate qu’a` T = 50 MeV, figure 8.5, les fonctions spectrales sont
pique´es : les me´sons sont dans des e´tats lie´s (π) ou quasi-lie´s (σ) : les quarks
sont donc encore confine´s dans les hadrons (ici les me´sons). Plus rigoureu-
sement, le mode`le PNJL n’e´tant pas re´ellement confinant, on interpre`te ces
e´tats lie´s ou quasi-lie´s comme e´tant un indice que la QCD entraˆıne un confi-
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Fig. 8.4 – Masses des me´sons a` µ = 0.39 GeV
Fig. 8.5 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 0 et T = 50
MeV.
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Fig. 8.6 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 0 et T = 300
MeV.
Fig. 8.7 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 0 et T = 400
MeV.
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Fig. 8.8 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 390 MeV et
T = 50 MeV.
nement re´el a` cette tempe´rature. De plus, les pics apparaissent a` des e´nergies
diffe´rentes : les masses des partenaires chiraux que sont le pion et le sigma
sont diffe´rentes, la syme´trie chirale est donc brise´e. Les conditions sont donc
celles de la phase hadronique : syme´trie chirale brise´e et confinement. Puis
a` T = 300 MeV, figure 8.6, on voit les fonctions spectrales se rapprocher,
signe de la restauration chirale et s’aplatir, signe du de´confinement. En-
fin a` T = 400 MeV, figure 8.7, les fonctions spectrales sont tre`s e´tale´es
sur l’axe des e´nergies et de hauteur tre`s faible, signe d’un e´tat avance´ de
de´confinement. Les conditions sont celles du plasma de quarks et de gluons.
A` potentiel chimique nul, les deux transitions sont donc traverse´es en meˆme
temps.
Plac¸ons-nous ensuite a` un potentiel chimique de 370 MeV et trac¸ons les
fonctions spectrales du sigma et du pion en faisant monter la tempe´rature :
voir figures 8.8, 8.9, 8.10 et 8.11.
On constate qu’a` T = 50 MeV, figure 8.8, les conditions sont e´galement
celles de la phase hadronique : syme´trie chirale brise´e et confinement. A` T =
55 MeV, figure 8.9, les fonctions sont toujours pique´es mais se confondent de
manie`re quasiment exacte. On a doncmπ = mσ. La syme´trie chirale est donc
restaure´e tandis que le confinement est toujours a` l’oeuvre. Les conditions
sont, cette fois-ci, celles de la phase ”confined and chiral symmetric” (CCS).
Puis, a` T = 120 MeV, figure 8.10, les fonctions spectrales commencent a`
s’e´largir : le de´confinement se fait sentir tandis que la syme´trie chirale reste
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Fig. 8.9 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 390 MeV et
T = 55 MeV.
Fig. 8.10 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 390 MeV et
T = 120 MeV.
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Fig. 8.11 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour µ = 390 MeV et
T = 400 MeV.
respecte´e. Enfin, a` T = 400 MeV, figure 8.11, les fonctions spectrales sont
tre`s e´tale´es sur l’axe des e´nergies et de hauteur tre`s faible, signe encore une
fois, d’un e´tat avance´ de de´confinement. Les conditions sont celles du plasma
de quarks et de gluons. Les diffe´rentes configurations sont re´sume´es sur la
figure 8.12 ou` l’on a reproduit le diagramme de phase trace´ pre´ce´demment
figure 7.16.
De manie`re analogue a` l’utilisation du condensat et de la boucle de Poly-
akov comme parame`tres d’ordre, on e´tudie la variation de diffe´rentes quan-
tite´s lie´es aux masses et aux fonctions spectrales des me´sons afin de trouver
des crite`res de transition chirale et de de´confinement pertinents lie´s aux
quantite´s me´soniques.
8.2 Choix des crite`res de transition
Notre but est donc d’explorer le diagramme de phase avec des sondes
me´soniques. On prendra comme crite`re me´sonique pour la transition chirale
la diffe´rence entre les masses des partenaires chiraux : mπ − mσ (qu’on
normalisera a` la valeur a` T = 0 et µ = 0). Cette diffe´rence est grande si la
syme´trie est brise´e et quasi-nulle si la syme´trie est restaure´e. La difficulte´
est alors d’introduire un crite`re lie´ au de´confinement alors qu’il n’existe pas
de ve´ritable confinement dans le mode`le utilise´.
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Fig. 8.12 – E´volutions des fonctions spectrales pour µ = 390 MeV a`
diffe´rentes tempe´ratures. On a repre´sente´ en arrie`re-plan la diagramme de
phase obtenu en champ moyen. Les deux encarts infe´rieurs correspondent a`
des tempe´ratures situe´es juste avant et juste apre`s la transition chirale.
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8.2.1 La largeur de la fonction spectrale
Pour la transition de de´confinement, plusieurs crite`res ont e´te´ envisage´s.
Le premier consiste a` approximer la fonction spectrale a` une lorentzienne
(approximation des quasi-particules) et a` prendre comme crite`re la largeur
de la lorentzienne. Pour cela, on re´e´crit la fonction spectrale de la manie`re
suivante :
FS(ω) = Im
(
Π(ω)
1− 2GΠ(ω)
)
= Im
(
Π(ω)[1− 2GRe(Π(ω))]− iΠ(ω)[−2GIm(Π(ω))]
[1− 2GRe(Π(ω))]2 + [2GIm(Π(ω))]2
)
(8.2)
i-e
FS(ω) =
Im(Π(ω))
[1− 2GRe(Π(ω))]2 + [2GIm(Π(ω))]2 . (8.3)
On effectue ensuite le de´veloppement suivant :
1− 2GRe(Π(ω)) ≈ (1− 2GRe(Π(ω)))|ω=mpi + (ω2 −m2π)(−2G)
∂Re(Π(ω))
∂ω2 |ω=mpi
.
(8.4)
Le premier terme s’annule si l’on fait l’approximation Im(Π)|ω=mpi = 0 car
dans ce cas, mπ est un poˆle de 1 − 2GRe(Π(ω)). On peut alors mettre
l’expression de la fonction spectrale sous la forme d’une lorentzienne :
FS(ω) =
Γ
2π
1
(ω −mπ)2 + (Γ2 )2
× Π(ω)
4G2.∂Re(Π(ω))∂ω
(8.5)
avec
Γ =
2Im(π)
∂Re(Π(ω))
∂ω |ω=mpi
. (8.6)
Remarquons que ce calcul est valable a` la fois pour le pion et pour le sigma.
Par la suite, pour e´viter le proble`me nume´rique pose´ par la discontinuite´
des quantite´s calcule´es a` la tempe´rature de Mott (tempe´rature du seuil de
de´sinte´gration i.e. pour laquelle mπ = 2m), on se restreindra au cas du
me´son σ, les conclusions pour le pion e´tant qualitativement les meˆmes mais
plus complique´es a` obtenir.
Deux autres largeurs associe´es a` la fonction spectrales ont e´te´ conside´re´es :
la largeur a` mi-hauteur et la largeur se´parant les points d’inflexion de part
et d’autre de la quasi-lorentzienne. On repre´sente l’e´volution de ces trois
largeurs en fonction de la tempe´rature a` µ = 0, 3 GeV sur la figure 8.13.
On constate qu’a` haute tempe´rature la courbe de la largeur calcule´e
dans l’approximation lorentzienne de´croche des deux autres courbes. Cela
est duˆ au fait que l’approximation Im(Π)|ω=mpi = 0 n’est valable qu’a` basse
tempe´rature. L’e´tude de la largeur peut ainsi constituer un moyen de distin-
guer les diffe´rentes phases. Une point de vue inte´ressant pour cela consiste a`
se placer dans le plan ”largeur de la fonction spectrale” - ”masse du me´son”.
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Fig. 8.13 – Largeurs dans l’approximation lorentzienne, a` mi-hauteur et
entre les points d’inflexion en fonction de T a` µ = 0, 3 GeV.
8.2.2 Trajectoire dans le plan largeur-mi-hauteur - masse
Sur la figure 8.14, on trace diffe´rentes trajectoires dans ce plan pour µ
fixe´ avec la tempe´rature comme parame`tre. On constate que pour µ = 0 ;
µ = 0, 3 GeV ; µ = 0, 35 GeV et µ = 0, 4 GeV a` basse tempe´rature (la partie
basse et horizontale de la courbe), la largeur reste a` peu pre`s constante
tandis que la masse du sigma diminue : cela caracte´rise la phase hadronique :
confine´e a` syme´trie chirale brise´e. A` haute tempe´rature, la masse du sigma
ainsi que la largeur de la fonction spectrale augmentent et on constate que
la meˆme trajectoire est suivie pour diffe´rents potentiels chimiques. Cette
branche est caracte´ritique du domaine du plasma de quarks et de gluons.
Enfin, a` µ = 0, 5 GeV et µ = 0, 6 GeV, cette branche n’est atteinte que
tardivement et la trajectoire suivie avant de l’atteindre est tre`s diffe´rente des
trajectoires associe´es aux autres potentiels chimiques, signe de l’exploration
d’une autre phase. Nous interpre´tons le point se´parant les deux branches
de la trajectoire comme point de dissolution. Il correspond a` la dissolution
du me´son dans le plasma pour ne devenir qu’une re´sonance de temps de vie
tre`s court puis un simple mode me´sonique associe´ a` la propagation de deux
quarks tre`s peu corre´le´s. En effet, comme on l’a vu pre´ce´demment, lorsque
la largeur se met a` augmenter, on ne peut plus conside´rer que le me´son est
dans un e´tat quasi-lie´.
D’autres crite`res ont e´te´ envisage´s, comme le kurtosis [79] ou le rapport
hauteur sur largeur. Nous les avons toutefois rejete´ car, bien que pre´sentant
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Fig. 8.14 – Trajectoire dans le plan largeur-masse pour le me´son σ pour µ
fixe´ avec la tempe´rature comme parame`tre
des paliers inte´ressants pour se´parer les deux phases, ils e´voluaient de manie`re
non-monotone. Celui qui a e´te´ retenu fut l’e´cart-type de la fonction spectrale
[80, 81].
8.2.3 L’e´cart-type comme crite`re de de´confinement
Son expression est la suivante :
Ec =
√
< ω2 > − < ω >2 (8.7)
avec < ω >=
∫
FS(ω)ωdω∫
FS(ω)dω
et < ω2 >=
∫
FS(ω)ω2dω∫
FS(ω)dω
, FS(ω) repre´sentant
la fonction spectrale du sigma. Nous choisissons ce crite`re car il pre´sente
l’avantage de saturer a` deux plateaux diffe´rents dans la phase hadronique et
dans la phase de plasma comme repre´sente´ figure 8.15. La pre´sence de deux
plateaux distincts vient du fait qu’a` basse tempe´rature, les fonctions spec-
trales varient peu, l’e´cart-type est alors constant et qu’a` haute tempe´rature,
la largeur augmente avec la tempe´rature mais le phe´nome`ne est compense´
par l’affaisement de la fonction spectrale, permettant a` l’e´cart-type de la
fonction de rester constant. On remarque que lorsque µ augmente, l’inter-
valle de tempe´rature entre les deux plateaux s’e´largit : la transition se fait
plus lentement. L’e´cart-type (ou variance) de la fonction spectrale rend ainsi
compte de l’e´largissement de celle-ci : sa valeur est basse dans la phase hadro-
nique et haute dans le plasma. Le fait qu’il sature a` deux valeurs disctinctes
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Fig. 8.15 – E´cart-type en fonction de T pour µ = 0, 1 GeV, µ = 0, 2 GeV
et µ = 0, 3 GeV
dans chaque phase en fait un crite`re de choix pour l’e´tude du de´confinement.
Un moyen d’illustrer efficacement la phase CCS, avant de passer au dia-
gramme de phase complet, est de se placer sur une trajectoire en diagonale
dans le diagramme de phase.
8.2.4 Trajectoire diagonale
On trace l’e´volution des crite`res pre´ce´dents sur la trajectoire en diagonale
µ = 0, 3 + 0, 5T figure 8.16. On trace sur la figure 8.17 les e´volutions des
deux crite`res me´soniques : diffe´rence de masse des partenaires chiraux mπ
et mσ pour le crite`re chiral et e´cart-type pour le crite`re de de´confinement.
A` basse tempe´rature, les partenaires chiraux ont des masses diffe´rentes
signe d’une brisure de la syme´trie chirale. L’e´cart-type est faible, signe d’une
fonction spectrale pique´e et donc du confinement. La figure 8.8 donne la
forme typique de la fonction spectrale dans ce cas. On retrouve ainsi les
caracte´ristiques de la phase hadronique. Pour T compris entre 0, 1 GeV et
0, 2 GeV et donc µ ∈ [0, 35; 0, 4], les masses du pion et du sigma se confondent
tandis que l’e´cart-type augmente relativement lentement. La phase est donc
encore confine´e mais a` syme´trie chirale restaure´e, il s’agit de la phase CCS.
La figure 8.9 donne la forme typique de la fonction spectrale dans ce cas-ci.
Enfin, a` haute tempe´rature et haut potentiel chimique, l’e´cart-type prend
une grande valeur, signe d’un e´talement de la fonction spectrale et donc du
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Fig. 8.16 – Trajectoire µ = 0, 3+0, 5T en orange superpose´e au diagramme
de phase en champ moyen pour B = Λ et U = Upoly.
Fig. 8.17 – E´cart-type et mπ −mσ normalise´ sur la trajectoire µ = 0, 3 +
0, 5T .
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Fig. 8.18 – E´cart-type pour diffe´rents potentiels chimiques. La croix indique
le cas e´tudie´ figure 8.19
de´confinement. La dernie`re phase explore´e est celle du plasma de quarks et
de gluons.
On a donc a` notre disposition un crite`re de choix pour l’e´tude du de´con-
finement en l’objet de l’e´cart-type. De´terminons pre´cise´ment comment sont
choisies, a` partir de l’e´cart-type, les tempe´ratures qui nous serviront a` ca-
racte´riser le de´but et le fin de la transition de de´confinement.
8.2.5 Crite`res de de´but et de fin de la transition de de´confinement
A` haut potentiel chimique, le premier plateau correspondant a` la phase
hadronique n’existe plus : l’e´cart-type pre´sente une de´rive´e non nulle de`s
T = 0. On le constate sur la figure 8.18. A` haut potentiel chimique, la phase
CCS est donc pre´sente de`s les basses tempe´ratures. En effet, ce n’est pas
la valeur absolue de l’e´cart-type qui indique la phase en pre´sence mais sa
valeur relative aux valeurs extre´males : si l’e´cart-type est proche de la valeur
minimale, on conside`re que le confinement agit et s’il est proche de la valeur
maximale, on conside`re que la phase est de´confine´e.
En observant les fonctions spectrales du me´son σ a` diffe´rents potentiels
chimiques et diffe´rentes tempe´ratures, on constate, en effet, qu’elles sont
comparables quand la valeur relative et non absolue de l’e´cart-type atteint
la meˆme valeur. Par exemple, sur la figure 8.18, les courbes pour µ = 0, 1
GeV et pour µ = 0, 5 GeV se croisent a` T = 0, 15 GeV (le point d’intersection
est indique´ par une croix), l’e´cart-type a donc la meˆme valeur. Pourtant les
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Fig. 8.19 – Comparaison des fonctions spectrales du sigma a` T = 0, 15 GeV
pour µ = 0, 1 GeV et µ = 0, 5 GeV.
fonctions spectrales sont tre`s diffe´rentes comme on peut le constater sur
la figure 8.19. A` µ = 0, 1 GeV, l’e´cart-type est tre`s proche de sa valeur
minimale et la fonction spectrale est tre`s pique´e : le domaine explore´ est
donc la phase hadronique. A` µ = 0, 5 GeV, l’e´cart-type est de´ja` tre`s e´loigne´
de sa valeur minimale, la fonction spectrale a commence´ a` s’e´taler : on a
quitte´ la phase hadronique et l’on se trouve vers la fin de la phase CCS donc
proche du de´confinement. C’est donc bien la valeur relative et non absolue
de l’e´cart-type qui indique la phase concerne´e.
On utilisera comme crite`re de de´but de transition de de´confinement
l’ine´galite´ suivante :
EC > ECmin + 2%(ECmax − ECmin), (8.8)
avec EC l’e´cart-type. Si l’ine´galite´ est respecte´e, le de´confinement commence
a` se faire sentir, sinon on est encore dans la phase hadronique, voir le code
utilise´ en Annexe B. Le crite`re de fin de transition est quant a` lui :
EC > ECmax − 2%(ECmax − ECmin). (8.9)
Si l’ine´galite´ est respecte´e, on est passe´ dans la phase du plasma, sinon on
est encore dans la phase CCS si la syme´trie chirale est restaure´e ou encore
dans la zone de transition si la syme´trie chirale est brise´e.
On peut de´sormais tracer les diagrammes de phase a` partir des crite`res
me´soniques.
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Fig. 8.20 – Diagramme de phase me´sonique pour B = Λ et U = Upoly.
8.3 Les diagrammes de phase trace´ a` partir des
crite`res me´soniques
8.3.1 Diagramme de phase me´sonique pour B = Λ et U = Upoly
On utilise le meˆme genre de crite`re pour de´limiter la zone de transition
chirale. Soit CC le crite`re chiral : CC = mσ −mπ, le de´but de la zone de
transition chirale intervient lorsque :
CC = CCmin + 2%(CCmax − CCmin) (8.10)
et la fin de cette zone lorsque
CC > CCmax − 2%(CCmax − CCmin). (8.11)
A` ceci, on ajoute la ligne me´diane de transition chirale prise lorsque
CC =
CCmin + CCmax
2
. (8.12)
On trace ainsi le diagramme de phase repre´sente´ figure 8.20. A` bas potentiel
chimique, on observe la pre´sence de trois zones : a` basse tempe´rature : la
phase hadronique ou` les masses des partenaires chiraux sont diffe´rentes et ou`
l’e´cart-type est faible car les fonctions spectrales sont pique´es ; une zone in-
terme´diaire ou` les transitions chirale et de de´confinement se produisent plus
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Fig. 8.21 – Diagramme de phase me´sonique pour B = +∞ et U = Upoly.
ou moins simultane´ment et enfin, a` haute tempe´rature, la phase de plasma
ou` les partenaires chiraux ont la meˆme masse et ou` les fonctions spectrales
sont e´tale´es d’ou` une valeur e´leve´e de l’e´cart-type. A` haut potentiel chi-
mique, la syme´trie chirale est restaure´e, on est donc en pre´sence de la phase
CCS a` basse tempe´rature et de la phase de plasma a` haute tempe´rature.
8.3.2 Diagramme de phase me´sonique pour B = +∞ et U =
Upoly
On trace sur la figure 8.21 le diagramme de phase dans le cas ou`B = +∞.
On constate le meˆme genre de diagramme avec des lignes des transition
apparaissant a` plus basse tempe´rature que dans le cas ou` B = Λ. On re-
marque que, dans ce cas, les lignes de transition chirale et de de´confinement
co¨ıncident a` µ = 0.
8.3.3 Diagrammes de phase me´sonique pour U = Ulog
On trace sur les figures 8.22 et 8.23, les diagrammes de phase pour
U = Ulog. On constate des transitions le´ge`rement plus rapide et quelques
diffe´rences de comportement pour la se´paration entre phase CCS et plasma
a` haut µ. On remarque que, de la meˆme manie`re que pour U = Upoly, lorsque
B = +∞, les lignes de transition chirale et de de´confinement co¨ıncident a`
µ = 0.
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Fig. 8.22 – Diagramme de phase me´sonique pour B = Λ et U = Ulog.
Fig. 8.23 – Diagramme de phase me´sonique pour B = +∞ et U = Ulog.
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Fig. 8.24 – Diagrammes de phase me´sonique et en champ moyen pour B =
+∞ et U = Ulog.
8.3.4 Superposition des diagrammes de champ moyen et de
quantite´s me´soniques
Sur la figure 8.24, on superpose les diagrammes de phase obtenus a` l’aide
des parame`tres d’ordre en champ moyen (en violet) et ceux obtenus a` l’aide
des quantite´s me´soniques ici pour B = +∞ et U = Ulog. On constate que
les lignes de transition chirale se confondent et que la ligne de transition de
de´confinement trace´e a` l’aide de Φ s’inse`re plus ou moins au milieu des lignes
de de´but et de fin de de´confinement trace´es a` l’aide de l’e´cart-type. Ainsi,
on a un bon accord entre le confinement purement statistique induit par
le parame`tre d’ordre Φ et le comportement des me´sons dans les diffe´rentes
phases.
Enfin, voyons ce que donnent les crite`res me´soniques dans le cadre du
mode`le NJL.
8.3.5 Trace´ du diagramme de phase dans le cadre du mode`le
NJL
Le crite`re d’e´largissement des fonctions spectrales est tout aussi valable
dans le mode`le NJL que dans le mode`le PNJL meˆme si l’interpre´tation en
terme de de´confinement est ici sujette a` caution : le confinement est ici
compris au sens du temps de vie (et donc de la largeur) des me´sons, c’est-a`-
dire en terme d’interaction. On peut donc e´galement tracer un diagramme
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Fig. 8.25 – Diagramme de phase me´sonique dans le cadre du mode`le NJL.
de phase dans le cadre de ce mode`le : voir figure 8.25. On constate que les
deux transitions se font sur une gamme plus large de tempe´rature : de 100
MeV a` 275 MeV pour la transition chirale et de 105 MeV a` 320 MeV pour
la transition de de´confinement contre 195 MeV - 320 MeV et 200 MeV -
350 MeV pour le mode`le PNJL. On retrouve le fait que le de´confinement
au sens de l’interaction se produit toˆt et de manie`re plus douce qu’en PNJL
[82, 83]. La phase hadronique se trouve ainsi tre`s restreinte, la zone de
crossover apparaissant tre`s toˆt a` mesure que la tempe´rature augmente. On
observe e´galement, fait remarquable, une zone a` haut potentiel chimique
ou` la syme´trie chirale est restaure´e mais ou` le de´confinement (au sens de
la modification des fonctions spectrales) n’est pas encore comple`tement a`
l’oeuvre. Les me´sons se comportent donc, de`s le mode`le NJL, comme dans
une phase confine´e a` syme´trie chirale restaure´e a` haut potentiel chimique
et basse tempe´rature. On remarque d’ailleurs sur la figure 8.26 que dans
la phase CCS, les fonctions spectrales du pion et du sigma sont tout aussi
proches et tout aussi pique´es qu’en PNJL.
Ce point doit eˆtre e´tudie´ d’une fac¸on plus pre´cise. En particulier, si l’on
suppose que la phase CCS est le re´sidu a` Nc = 3 de la phase quarkyonique
[84], ce comportement a priori e´tonnant, le mode`le NJL ne comportant pas
d’e´le´ment permettant au confinement d’apparaˆıtre, fait e´cho a` des travaux
faisant e´tat de la pre´sence de la phase quarkyonique dans le mode`le NJL
[85]. Il est assez remarquable que ce crite`re tre`s simple fasse apparaˆıtre une
telle phase de`s le mode`le NJL. Le mode`le PNJL ne ferait alors que de´limiter
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Fig. 8.26 – Fonctions spectrales du pion et du sigma pour T = 40 MeV et
µ = 390 MeV.
cette phase de manie`re plus quantitative, puisque dans ce dernier cas, les
de´limitations trouve´es avec les crite`res me´soniques correspondent a` celles
trouve´es en champ moyen.
8.3.6 Re´sume´
On a pu, graˆce a` l’e´tude de fonctions spectrales, trouver des crite`res
me´soniques pertinents pour de´crire les transitions chirale et de de´confinement.
Ces crite`res sont respectivement la diffe´rence de masse entre les partenaires
chiraux que sont le pion et le sigma et l’e´cart type de la fonction spec-
trale. On a pu ainsi de´limiter les phases hadronique, de plasma et CCS et
on a pu retrouver des de´limitations semblables a` celles obtenues en champ
moyen. Les crite`res me´soniques s’appliquant e´galement au cas NJL, on a pu
de´limiter les diffe´rentes phases sans faire appel a` la boucle de Polyakov.
Phe´nome´logiquement, les conse´quences pourraient eˆtre tre`s importantes
pour les expe´riences comme FAIR ou pour les e´tudes des e´toiles compactes
avec une transition de phase qui ne ressemble en rien a` ce que l’on observe
a` µ = 0 au LHC ou a` RHIC.
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8.4 Conclusion
En conclusion, il semble permis, au vu des re´sultats du mode`le PNJL
et de la comparaison NJL/PNJL, de penser que l’hypothe´tique phase quar-
kyonique se manifeste bien par une phase confine´e et a` syme´trie chirale
restaure´e, tout cela devant eˆtre pre´cise´ par exemple en effectuant des calculs
dans l’approximation ou` Nc → +∞ ou encore en appliquant d’autres outils
tels que ceux employe´s lors de l’e´tude des phases inhomoge`nes de NJL [85].
Ce chapitre constitue inte´gralement un travail original exce´pte´ ce qui
concerne l’approximation lorentzienne. L’ide´e de s’inte´resser a` l’e´cart-type
vient de l’article [81]. L’ide´e de l’utiliser sur les fonctions spectrales et d’en
faire un parame`tre d’e´tude du de´confinement est originale.
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Quatrie`me partie
Prise en compte des me´sons
vecteurs
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Unmoyen usuel d’e´tudier expe´rimentalement la transition entre le plasma
de quark et de gluon et la matie`re hadronique ordinaire est de mesurer com-
ment sont modifie´es les proprie´te´s des hadrons lorsqu’ils sont plonge´s dans
un milieu dense et chaud. Si le hadron en question se de´sinte`gre dans le
milieu avec un temps de vie infe´rieur a` celui du plasma, obtenir des in-
formations sur les produits de la de´sinte´gration permet de quantifier cette
modification. On s’inte´resse ge´ne´ralement a` des produits de de´sinte´gration
qui n’interagissent pas avec le plasma afin d’e´viter toute distorsion du signal.
Ces conside´rations font des leptons d’excellents candidats en tant qu’e´tats
finaux capte´s par les de´tecteurs. Ils permettent ainsi de mesurer les fonctions
spectrales.
Produits pas un processus e´lectrofaible, ces leptons se couplent directe-
ment aux hadrons ayant les meˆmes nombres quantiques que le photon [86].
Les me´sons vecteurs satisfont cette condition et constituent donc des sondes
tre`s inte´ressantes du plasma. En particulier, le me´son ρ a une dure´e de vie
suffisamment courte pour se de´sinte´grer dans le plasma. La largeur de sa
fonction spectrale (lie´e au taux de production de dileptons) nous renseigne
ainsi sur les proprie´te´s du milieu forme´.
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Chapitre 9
Le mode`le PNJL e´largi aux
me´sons vecteurs
Afin de de´crire le me´son ρ dans le mode`le PNJL, on doit e´tendre celui-ci
en ajoutant une interaction dans le secteur vectoriel. Nous nous basons sur
les e´tudes effectue´es dans ce secteur dans le cadre du mode`le NJL [87, 88].
9.1 Calcul de la masse du me´son rho
9.1.1 Modification du lagrangien
On rajoute au lagrangien de PNJL le terme suivant :
−G2[(Ψ¯γµ~τ Ψ)2 + (Ψ¯γµγ5~τ Ψ)2] (9.1)
Le terme (Ψ¯γµ~τ Ψ)
2 correspond a` l’e´change d’un mode isovectoriel de
nombres quantiques JPC = 1−− identifie´ au ρ et le terme (Ψ¯γµγ5~τ Ψ)
2 a`
l’e´change d’un mode isovectoriel de nombres quantiques JPC = 1++ identifie´
a` la particule a1. Le premier terme rend donc compte d’un vertex vecteur-
isovecteur et le second d’un vertex pseudovecteur-isovecteur.
9.1.2 Les fonctions de polarisation
Soit L le moment cine´tique orbital et S le spin, le tableau suivant re´sume
la nature des diffe´rents me´sons e´tudie´s ainsi que le vertex qui leur est associe´
[89] :
me´son L S JP I vertex
π 0 0 0− (pseudoscalaire) 1 (isovecteur) iγ5~τ
σ 1 1 0+ (scalaire) 0 (isoscalaire) 1
ρ 0 1 1− (vecteur) 1 (isovecteur) γµ~τ
a1 1 1 1
+ (pseudovecteur) 1 (isovecteur) γµγ5~τ
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P e´tant la parite´ et ayant pour valeur (−1)L+1.
Les fonctions de polarisations des diffe´rents me´sons s’e´crivent ainsi [90] :
ΠPPab (q
2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[iγ5τaS(p+ q)iγ5τbS(p)] (9.2)
ΠSS(q2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[S(p+ q)S(p)] (9.3)
ΠV Vµν;ab(q
2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[γµτaS(p+ q)γντbS(p)] (9.4)
ΠAAµν;ab(q
2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[γµγ5τaS(p+ q)γνγ5τbS(p)] (9.5)
V correspondant au vertex vecteur, A au vertex pseudovecteur, S au vertex
scalaire et P au vertex pseudosalaire [88]. De plus, il existe une polarisation
ΠAP non nulle :
ΠAPµ;ab(q
2) = i
∫
d4p
(2π)4
Tr[γµγ5τaS(p+ q)iγ5τbS(p)], (9.6)
son conjugue´ correspondant a` ΠPA : ΠPA = (ΠAP )∗.
9.1.3 Polarisation totale du me´son ρ
On de´compose ΠV V sur les tenseurs longitudinaux et transverses Lµν =
qµqν
q2
et Tµν = gµν − Lµν :
ΠV V = ΠV VL Lµν +Π
V V
T Tµν . (9.7)
On a qµΠV Vµν = 0, d’ou` Π
V V
L = 0, la polarisation du me´son ρ est donc
purement transverse.
Pour calculer la polarisation totale, on utilise l’e´quation de Dyson. On
obtient :
Π˜V VT = Π
V V
T − 2G2ΠV VT Π˜V VT =
ΠV VT
1 + 2G2ΠV VT
(9.8)
On proce`de alors de la meˆme manie`re que lors de l’e´tude des me´sons scalaires
pour obtenir la masse du me´son ρ.
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9.1.4 Polarisation totale du me´son a1
On de´compose e´galement ΠAA sur les tenseurs longitudinaux et trans-
verses. La partie transverse de la polarisation totale se calcule de la meˆme
manie`re que pour le me´son ρ :
Π˜AAT = Π
AA
T − 2G2ΠAAT Π˜AAT =
ΠAAT
1 + 2G2ΠAAT
. (9.9)
La partie longitudinale fait, quant a` elle intervenir les polarisations ΠPP
et ΠAP :
Π˜AAL = Π
AA
L − 2G2ΠAAL Π˜AAL + 2G1ΠAP Π˜PA. (9.10)
Ce me´lange avec la polarisation du pion conduit a` traiter les deux polarisa-
tions en question de manie`re commune.
9.1.5 Me´lange des polarisations axiale et pseudoscalaire
En plus de 9.10, on a les relations suivantes :
Π˜PP = ΠPP + 2G1Π
PP Π˜PP − 2G2ΠPAΠ˜AP (9.11)
et
Π˜PA = ΠPA + 2G1Π
PP Π˜PA − 2G2ΠPAΠ˜AA. (9.12)
Enfin, ΠAP = −ΠPA, d’ou` Π˜AP = Π˜PA.
On re´sume ces relations graˆce aux matrices suivantes :
Π =
(
ΠPP ΠPA
ΠAP ΠAAL
)
;K =
(
2G1 0
0 −2G2
)
. (9.13)
avec la de´composition de la matrice K en K1 +K2 :
K1 =
(
2G1 0
0 0
)
;K2 =
(
0 0
0 −2G2
)
. (9.14)
Pour calculer la matrice Π˜ dont l’expression est la suivante :
Π˜ =
(
Π˜PP Π˜PA
Π˜AP Π˜AAL
)
, (9.15)
on introduit la matrice Πˆ qui s’e´crit :
Πˆ =
(
ΠˆPP ΠˆPA
ΠˆAP ΠˆAAL
)
. (9.16)
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Πˆ a pour expression :
Πˆ = Π + ΠK2Πˆ = (1−ΠK2)−1Π (9.17)
et intervient dans l’expression de Π˜ dont on peut montrer qu’elle s’e´crit :
Π˜ = (1− ΠˆK1)−1Πˆ. (9.18)
Graˆce a` cette expression, on est en mesure de calculer les polarisations
totales a` partir des polarisations a` une boucle. De´taillons de´sormais les ex-
pressions des polarisations a` une boucle.
9.1.6 Calcul explicite des polarisations a` une boucle
On exprime les polarisations a` une boucle en fonction de I1 et de I2(q),
ces inte´grales de boucles ayant pour expressions :
I1 =
∫
d4p
(2π)4
1
p2 −m2 (9.19)
et
I2(q) =
∫
d4p
(2π)4
1
[(p+ q)2 −m2][p2 −m2] . (9.20)
Pour cela, on utilise les proprie´te´s suivantes : Tr(τaτ b) = Nf ; Tr(γ
µγν) =
4ηµν ; γ25 = 1 ; γ
µγ5 = −γ5γµ ainsi que le fait que la trace du produit d’un
nombre impair de matrices γ est nulle.
On obtient ainsi :
ΠPPab (q) = 4iNcNfδab
[
I1 − q
2
2
I2(q)
]
(9.21)
soit une re´e´criture de 5.42.
ΠSS(q) = 4iNcNfδab
[
I1 − q
2 − 4m2
2
I2(q)
]
(9.22)
ΠV VT,ab(q) =
4
3
iNcNfδab
[
(q2 + 2m2)I2(q)− 2I1
]
(9.23)
et
ΠAAab,µν(q) = αgµν +Π
V V (9.24)
avec α = −4iNcNf .2m2I2(q) d’ou` ΠAAab,µν(q) = (α+ΠV VT )Tµν + αLµν .
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Fig. 9.1 – E´volution de la masse des me´sons ρ, a1, π et σ en fonction de la
tempe´rature a` µ = 0
9.1.7 Les masses des me´sons π, ρ et a1
On peut de´sormais tracer la masse des diffe´rents me´sons a` µ = 0 en fonc-
tion de la tempe´rature voir figure 9.1. On garde le meˆme jeu de parame`tres
que pre´ce´demment :


Λ = 602, 5 MeV
m0 = 5, 8 MeV
G = 2, 38/Λ2 ≈ 6, 56 GeV−2.
(9.25)
avec en plus : G2 = 1.1/Λ
2 GeV−2. On obtien ainsi mρ = 779 MeV et
ma1 = 1108 MeV a` T = 0 et µ = 0. On constate que, de la meˆme fac¸on
que pour les me´sons scalaires et pseudo-scalaires, les masses des me´sons ρ
et a1 se confondent a` haute tempe´rature, signe de la restauration chirale et
du fait que ces me´sons sont des partenaires chiraux. On constate e´galement,
qu’avec le jeu de parame`tres utilise´s, les masses des me´sons ρ et σ sont tre`s
proches a` tempe´rature nulle. D’autres jeux de parame`tres [91] donnent des
masses diffe´rencie´es.
On trace e´galement l’e´volution des diffe´rentes masses a` µ = 390 MeV
figure 9.2. On constate que la discontinuite´ a` la transition chirale se re´percute
e´galement sur les me´sons vecteurs.
155
Fig. 9.2 – E´volution de la masse des me´sons ρ, a1, π et σ en fonction de la
tempe´rature a` µ = 390 MeV.
9.2 Prise en compte des boucles de pion
Pour calculer la masse du ρ de manie`re plus pre´cise, il convient de prendre
en compte les boucles de pions [92] dans la propagateur du me´son vecteur.
Les interactions entre pions peuvent d’ailleurs fournir des informations sur la
restauration chirale [93]. Pour cela, le calcul du vertex pion-quark-antiquark
sera utile.
9.2.1 Le vertex pion-quark-antiquark
Commenc¸ons par de´velopper l’expression du propagateur D associe´ au
me´lange des modes pseudocalaire et axial graˆce a` l’e´quation de Dyson :
−iD = (iK) + (iK)(−iΠ)(−iD) = (1−ΠK)−1(iK) (9.26)
En utilisant la formule A−1 =
1
det(A)
tcom(A), on obtient :
− iD = 2iG1D
(
A iB
−iB C
)
, (9.27)
avecD = det(1−ΠK),A = 1+2G2ΠAAL ,B = 2iG2ΠPA et C = −
G2
G1
(1− 2G1ΠPP ).
On cherche ensuite a` isoler la partie purement pseudoscalaire de ce pro-
pagateur. Pour cela, on diagonalise −iD. On utilise alors le fait que m2π
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Fig. 9.3 – Amplitude du vertex ”triangle” π − ρ − π intervenant dans le
calcul des boucles de pion [87].
est un poˆle de −iD donc que D(q2 = m2π) = 0, ce qui entraine (AC −
B2)(q2 = m2π) = 0. On en de´duit la valeur propre recherche´e qui vaut
2iG1
D (A+ C). Or on sait que (−
1
iD
)(q2 = m2π) = 0 donc par de´veloppement
limite´, − 1
iD
= (q2 −m2π)
∂D
∂q2
(q2 = m2π).
1
2iG1(A+ C)
.
En posant
g2πqq = −2G1(1 + 2G2ΠAAL )(
∂D
∂q2
)−1(q2 = m2π) (9.28)
et
g2pv = −2G2(1− 2G1ΠPP )
4m2
q2
(
∂D
∂q2
)−1(q2 = m2π), (9.29)
on peut re´e´crire le propagateur de la manie`re suivante :
[
igπqq − igpv q/
2m
]
⊗
[
igπqq + igpv
q/
2m
]
i
q2 −m2π
. (9.30)
On en de´duit le vertex πqq, en prenant e´galement en compte le vertex
purement pseudoscalaire iγ5τ qui e´tait de´ja` pre´sent avant le me´lange avec
le mode axial : (
igπqq − igpv q/
2m
)
(iγ5τ). (9.31)
9.2.2 Polarisation du me´son ρ avec boucles de pion
Nous sommes de´sormais en mesure de calculer la propagation du me´son
ρ en prenant en compte les boucles de pion. Pour cela, nous avons besoin de
calculer l’amplitude −iΓρππ(p, p′) associe´e aux diagrammes de la figure 9.3.
On applique les re`gles de Feynman en utilisant le vertex calcule´ en 9.31 et
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on obtient :
−iΓρππ(p, p′) = −2 i
β
∑
n
∫ Λ
0
d3k
(2π)3
Tr
[(
igπqq + igpv
p/
2m
)
iγ5iS(k)(
igπqq − igpv p/
′
2m
)
iγ5iS(p
′ + k)γµiS(p+ k)
]
.
(9.32)
qui se met sous la forme −iΓρππ(p, p′) = −iVρππ(p, p′)× (p′ + p)µ avec
Vρππ(p, p
′
) = 4Nc(A1 × g2πqq +A2 × 2gpvgπqq +A3 × g2pv). (9.33)
Sachant que
A1 =
−4m2πI2(p) + (2q2 − 4m2π)I2(q) + 4m4πI3
q2 − 4mπ2 , (9.34)
A2 =
q2I2(p) + (4m
2
π − 2q2)I2(q)− 4m4πI3
q2 − 4mπ2 (9.35)
et
A3 =
I1
3m2
+ I2(p)
2q2 − 4m2π
4m2π − q2
− I3 4m
4
π
4m2π − q2
+
I2(q)
16m2m2π − 10m2q2 − 42m4π − 4q2m2π + q4
6m2(4m2π − q2)
,
(9.36)
avec
I3 =
∫
d3k
(2π)3
1
(k2 −m2)((p′ + k)2 −m2)((p+ k)2 −m2) . (9.37)
Re´sultat diffe´rent de celui de [87]. Quelques e´tapes interme´diaires de ce long
calcul sont donne´es en Annexe C.
9.2.3 Conclusion
Ainsi, on a pu, en introduisant les vertex vecteurs dans le lagrangien,
e´tendre le mode`le a` l’e´tude des me´sons ρ et a1. On a alors pu tracer l’e´volution
de la masse de ces me´sons en fonction de la tempe´rature a` diffe´rents poten-
tiels chimiques. De plus, nous avons effectue´ les calculs analytiques permet-
tant d’inclure les boucles de pions dans la propagation du ρ. Reste a` effectuer
les imple´mentations nume´riques.
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Conclusion
En conclusion, ce travail a permis, a` partir du mode`le PNJL, de tracer le
diagramme de phase de QCD a` l’aide des parame`tres d’ordre < q¯q > et Φ,
ceci pour diffe´rents choix de caracte´ristiques du mode`le (potentiel polyno-
mial ou logarithmique et cutoff fixe´ a` Λ ou a` +∞). On a pu localiser les lignes
de transitions chirale et de de´confinement et se´parer la phase hadronique de
la phase de QGP. En plus de cela, on a confirme´ l’existence d’une nouvelle
phase a` haut potentiel chimique et basse tempe´rature. Cette phase ou` la
syme´trie chirale est restaure´e et ou` le confinement est re´alise´ a e´te´ nomme´e
CCS comme ”confined and chiral symmetric”. Il apparaˆıt que, lorsque le
cutoff est fixe´ a` +∞, un de´confinement se produit a` basse tempe´rature pour
les tre`s hauts potentiels chimiques. Le mode`le utilise´ est ne´anmoins suppose´
perdre en validite´ dans ces re´gions e´loigne´es de l’origine (T = 0, µ = 0). Cet
aspect demandera donc des confirmations de la part de mode`les a` validite´
plus e´tendue.
De plus, nous avons montre´, chose a priori nouvelle, qu’a` haut poten-
tiel chimique, le de´confinement s’amorce progressivement de`s les tre`s faibles
tempe´ratures. Nous avons e´galement de´taille´ la position du point critique
dans le diagramme et l’e´talement de la zone de me´tastabilite´ autour de la
transition chirale de premier ordre.
Un sondage du diagramme directement a` partir de quantite´s me´soniques
a` ensuite e´te´ effectue´. Parmi de nombreuses possibilite´s, le choix du crite`re
me´sonique de de´confinement s’est porte´ sur l’e´cart-type de la fonction spec-
trale du sigma. Ce crite`re pre´sente, en effet, la proprie´te´ inte´ressante de
saturer a` la fois dans la matie`re hadronique et dans le plasma. Le choix
de la diffe´rence mσ − mπ comme crite`re de transition chirale s’est, par
ailleurs, impose´ tre`s rapidement. On a pu, graˆce a` ces crite`res, retrouver
des de´limitations de phase proches de celles obtenues en champ moyen.
Nous avons e´galement pu appliquer ces crite`res directement au mode`le
NJL sans boucle de Polyakov. Nous avons alors e´galement mis en e´vidence la
pre´sence d’une phase CCS. Cette phase reste ne´anmoins difficile a` de´limiter
avec le seul crite`re d’e´cart-type e´tant donne´e la saturation de l’e´cart-type
a` haut potentiel chimique uniquement a` haute tempe´rature, signe de la
pre´sence du QGP, mais pas a` basse tempe´rature. On conside`re ainsi que la
phase CCS est pre´sente tant que la saturation a` haute tempe´rature n’est pas
159
atteinte. L’e´tude pourrait eˆtre approfondie en inte´grant, par exemple, l’in-
fluence des di-quarks au mode`le ou encore en utilisant des mode`les de´crivant
la phase quarkyonique.
Enfin, nous avons amorce´ la description du comportement du me´son ρ
dans les diffe´rentes phases e´tudie´es. Le calcul du propagateur du ρ prenant
en compte les boucles de pions a e´te´ effectue´. Reste a` de´crire l’e´volution de
la fonction spectrale et de la masse du ρ en fonction de la tempe´rature et
du potentiel chimique.
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Annexe A
Transformations de Fierz
Une transformation de Fierz permet de re´arranger les champs de fer-
mions dans le lagrangien d’interaction [94]. Elle donne la relation entre
Ψ¯a(4)Γ
k
abΨb(1)Ψ¯c(3)Γ
k
cdΨd(2) et Ψ¯a(4)Γ
k
abΨb(2)Ψ¯c(3)Γ
k
cdΨd(1), avec a, b, c et
d des indices combinant les indices tensoriels, de saveur et de couleur. L’inte´-
reˆt de cette transformation est d’e´tablir le lien entre le terme direct et le
terme d’e´change : le terme direct calcule´ a` partir du lagrangien apre`s trans-
formation de Fierz est, en effet, e´quivalent au terme d’e´change calcule´ a`
partir du lagrangien original. Que l’on fasse le calcul a` partir du lagrangien
original LI , du lagrangien transforme´ F(LI) ou d’une combinaison des deux
LI + F(LI)
2
, on trouve la meˆme self-energy. Donc si le lagrangien original ne
donne qu’un terme direct (i.e. le terme d’e´change est nul), alors le lagrangien
transforme´ donne seulement un terme d’e´change et la combinaison donne la
somme des deux. Ainsi, qu’on fasse l’approximation de Hartree-Fock (direct
+ e´change) ou de Hartree seulement (terme direct seulement), on obtient la
meˆme self-energy.
E´tudier la relation entre le terme original et le terme apre`s transforma-
tion de Fierz revient a` connaˆıtre les matrices de croisement cmk reliant les
matrices d’interaction Γkab :
∑
k
ΓkcbΓ
k
da =
∑
k,m
cmkΓ
m
caΓ
m
db. La matrice de croi-
sement des indices de saveur relie donc les produit de vertex 1.1 et ~τ .~τ entre
eux. Elle prend la forme suivante :(
1.1
~τ .~τ
)
fg
′
,f
′
g
=
(
1
2
1
2
3
2 −12
)(
1.1
~τ .~τ
)
ff
′
,gg
′
(A.1)
Pour ce qui est des indices de spinoriels, on note :
sαβ,α′β′ = 1αβ1α′β′
pαβ,α′β′ = (iγ5)αβ(iγ5)α′β′
vαβ,α′β′ = (γµ)αβ(γ
µ)α′β′
aαβ,α′β′ = (γµγ5)αβ(γ
µγ5)α′β′
tαβ,α′β′ = (σ
µν)αβ(σµν)α′β′ .
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Et on montre que :
sαβ′,α′β =
1
4 [s+ v +
1
2 t− a− p]αβ,α′β′
pαβ′,α′β = −14 [s− v + 12 t+ a− p]αβ,α′β′
vαβ′,α′β =
1
4 [4s− 2v − 2a+ 4p]αβ,α′β′
aαβ′,α′β = −14 [4s+ 2v + 2a+ 4p]αβ,α′β′ .
Or les termes d’interaction du mode`le NJL (Ψ¯Ψ)2 et (Ψ¯iγ5~τΨ)
2 corres-
pondent respectivement aux couplages (s).(1.1)SU(2) et (p).(~τ .~τ). On peut
donc calculer la transfome´e de Fierz de (Ψ¯Ψ)2 + (Ψ¯iγ5~τΨ)
2 :
F
[
(Ψ¯Ψ)2 + (Ψ¯iγ5~τΨ)
2
]
= 18
[
2(Ψ¯Ψ)2 + 2(Ψ¯iγ5~τΨ)
2 − 2(Ψ¯~τΨ)2 − 2(Ψ¯iγ5Ψ)2
−4(Ψ¯γµΨ)2 − 4(Ψ¯iγ5γµΨ)2 + (Ψ¯σµνΨ)2 − (Ψ¯σµν~τΨ)2
]
.
(A.2)
Ici la transformation des indices de couleur n’a pas e´te´ prise en compte.
On constate que les termes vectoriels qui apparaissent apre`s transforma-
tion ne correspondent pas aux termes du lagrangien d’interaction vectorielle
9.1. Le rajout explicite de ces termes dans le lagrangien vectoriel est donc
justifie´.
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Annexe B
Pseudo-code du calcul de la
tempe´rature de de´but de la
phase de´confine´e
Ci-apre`s est pre´sente´ le pseudo-code le´ge`rement simplifie´ du calcul de la
tempe´rature de de´but de la phase de´confine´e :
Fonction tempe´rature_de´but_de´confinement (mu)=
(a` chaque potentiel chimique, on associe une tempe´rature de manie`re a` tracer
une courbe sur le diagramme de phase)
maxi = e´cart-type(mu; T=0.6)
mini = e´cart-type(mu; T=0.01)
(calcul des bornes)
hauteur = maxi-.((maxi-.mini)*.0.02)
(calcul de l’ordonne´e au dela` de laquelle on conside`re que le de´confinement
est re´alise´)
Solution = T telle que e´cart-type(T) = hauteur
(calcul de la tempe´rature associe´e a` cette ordonne´e)
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Annexe C
Calcul du diagramme a`
boucles de pion
C.1 De´veloppement du produit
Pour calculer l’expression 9.32, on de´veloppe le produit a` l’inte´rieur de
la trace. Le de´nominateur a` l’inte´rieur de l’inte´grale vaut Den = (k2 −
m2)((p′ + k)2 −m2)((p+ k)2 −m2). Pour calculer le nume´rateur, on se´pare
les termes en trois cate´gories : ceux comportant deux matrices γ, ceux en
comportant quatre et ceux en comportant six.
Les termes a` deux matrices γ s’e´crivent :
−4g2πqqm2(pµ + kµ)− 4g2πqqm2(p′µ + kµ) + 4g2πqqm2kµ
+4m3gπqq
gpv
2m
(
p′µ
p′
+
pµ
p
)
.
(C.1)
Les termes a` quatre matrices γ sont les suivants :
g2pv
4pp′
pνkρp
′
σtr(γ
νγργσγµ) (C.2)
− gpvgπqq
2p
pνkρ(p
′
σ + kσ)tr(γ
νγργσγµ) (C.3)
− gpvgπqq
2p
pνkρ(pσ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.4)
− g
2
pv
4pp′
pνp
′
ρ(p
′
σ + kσ)tr(γ
νγργσγµ) (C.5)
− g
2
pv
4pp′
pνp
′
ρ(pσ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.6)
− gpvgπqq
2p′
p′ρkν(p
′
σ + kσ)tr(γ
νγργσγν) (C.7)
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− gpvgπqq
2p′
p′ρkν(pσ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.8)
g2πqqkν(pσ + kσ)(p
′
σ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.9)
gpvgπqq
2p′
p′ν(p
′
ρ + kρ)(pσ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.10)
gpvgπqq
2p
pν(p
′
ρ + kρ)(pσ + kσ)tr(γ
νγργµγσ) (C.11)
Il reste, pour finir, un terme a` six matrices γ :
g2pv
4m2pp′
pνkρp
′
σ(p
′
α + kα)(pβ + kβ)tr(γ
νγργσγαγµγβ) (C.12)
C.2 Calcul des traces
On de´veloppe les termes pre´ce´dents en utilisant les relations suivantes :
tr(γνγργµγσ) = 4(gνρgµσ − gνµgρσ + gνσgρµ) (C.13)
et
tr(γνγργσγαγµγβ) = 4(gνρgσαgµβ − gνρgσµgαβ+
gνρgσβgαµ − gνσgραgµβ + gνσgρµgαβ − gνσgρβgαµ+
gναgρσgµβ − gναgρµgσβ + gναgρβgσµ − gνµgρσgαβ+
gνµgραgσβ − gνµgρβgσα + gνβgρσgαµ − gνβgραgσµ + gνβgρµgσα).
(C.14)
Le nume´rateur dans l’inte´grale s’e´crit ainsi : B1pµ +B2p
′
µ +B3kµ avec
B1 =
g2pv
m2
(−m2π(k2 +m2) + p′.k(m2 − k2))+
4g2πqq(k.(p
′ + k)−m2) + 2gpvgπqq(m2 − k2 − 2p′.k +m2π)),
(C.15)
B2 =
g2pv
m2
(−m2π(k2 +m2) + p.k(m2 − k2))+
4g2πqq(k.(p+ k)−m2) + 2gpvgπqq(m2 − k2 − 2p.k +m2π))
(C.16)
et
B3 =
g2pv
m2
(−3m2p.p′ + p.k(4p′.k + 2m2π)− p.p′k2 + 2m2πk.p′ +m4π)+
4g2πqq(k
2 − p.p′ −m2) + 2gpvgπqq(4p.p′).
(C.17)
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C.3 Calcul des inte´grales
Reste, apre`s de´veloppement des traces et factorisation des termes ob-
tenus, a` exprimer les inte´grales intervenant dans l’expression a` calculer en
fonction de I1, I2 et I3.
On aboutit ainsi aux e´galite´s suivantes :∫
kµ
Den
=
1
4m2π − q2
[
I2(p
′)− I2(q)−m2πI3
]
(pµ + p
′
µ), (C.18)
∫
kµk
2
Den
= −1
2
(pµ + p
′
µ)I2(q) +
m2
4m2π − q2
[
I2(p
′)− I2(q)−m2πI3
]
(pµ + p
′
µ),
(C.19)
∫
kµp.k
Den
= −p
′
µ
4
I2(p
′) +
1
4
(pµ + p
′
µ)I2(q)−
m2π
2(4m2π − q2)
[
I2(p
′)− I2(q)−m2πI3
]
(pµ + p
′
µ),
(C.20)
∫
kµp
′.k
Den
= −pµ
4
I2(p) +
1
4
(pµ + p
′
µ)I2(q)−
m2π
2(4m2π − q2)
[
I2(p
′)− I2(q)−m2πI3
]
(pµ + p
′
µ),
(C.21)
∫
kµ(p.k)(p
′.k)
Den
= (pµ + p
′
µ)
[
I1
12
+ I2(p)
6m4π − q2m2π
8(4m2π − q2)
+
I2(q)
(
2q2 − pm2π − 2m2
24
− 2m
4
π
4m2π − q2
)
− I3 m
6
π
4(4m2π − q2)
]
.
(C.22)
On en de´duit l’ expression 9.33.
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